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AVANT-PROPOS 


Ce livre expose les principes de la Méthode Axiomatique traitée, ici, dans 
son interprétation ensembliste, dite sémantique. 

Les notions de base considérées sont : les différentes sortes de langages, 
les réalisations (types de structures mathématiques) qui leur sont associées 
et les modèles d’une formule (du langage) qui sont les réalisations satisfaisant 
à la formule. De là sont dérivées les notions de conséquence (une conclusion À 
étant la conséquence d’un ensemble d’ « axiomes » «7 si tout modèle qui satis- 
fait à chaque formule de 7 satisfait aussi à 4) et de définissabilité (dans un 
modèle au moyen d’un langage donné). 

Le langage qui permet le plus de résultats généraux est celui de la logique 
des prédicats du 1% ordre restreint à des formules finies. La plupart de ces 
résultats s'étendent à des formules infinies mais non pas à des langages d’ordre 
supérieur. 

L'interprétation est ensembliste parce que les notions de base sont définies 
dans le vocabulaire de la théorie courante des ensembles (ensembles, relation 
d’appartenance et opérations logiques). 

Ce livre contient les résultats élémentaires classiques sur ce sujet. 

Le texte principal comprend 7 chapitres précédés d’un résumé. 

L’Appendice I s'adresse aux lecteurs désireux d’examiner rapidement cer- 
taines applications mathématiques de la théorie générale de la méthode 
axiomatique, sans lire ou avant d’avoir lu le texte principal. La théorie non 
seulement conduit à des applications nouvelles ou, pour le moins, plus uni- 
formes, de la méthode axiomatique (par exemple en Algèbre), mais aussi 
permet une formulation précise des idées qui ne jouent qu’un rôle heuristique 
dans la pratique courante. 

L’Appendice II est destiné aux lecteurs possédant une certaine culture 
philosophique et intéressés par les problèmes des fondements des mathéma- 
tiques. Les parties À et B esquissent les théories dites sémantiques et synta- 
xiques des fondements, y compris les théorèmes d’incomplétude de Güdel. 
Un lecteur qui, consciemment ou inconsciemment, serait influencé par les 
doctrines formalistes vulgarisées dans Bourbaki par exemple, ne pourrait se 
sentir à l’aise avec les notions de base de ces théories (ni devrait-il l'être avec 
la pratique mathématique s’il acceptait ces doctrines dans toutes leurs consé- 
quences). L'introduction en soulignant, sans technicités, les faiblesses les plus 
évidentes de la position formaliste, aidera ce lecteur à aborder, l’esprit libre, 
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l'étude technique de ces notions. Les connaissances qu’il acquerra de la sorte 
lui permettront de faire une critique plus approfondie de la position (voir 
parties A et B in fine). On observera, dans la partie C, quelle que soit l’opinion 
que l’on se fasse de leur valeur respective, que l’analyse sémantique, loin d’être 
rendue périmée, est développée par l’analyse syntaxique. L’Appendice IT peut 
être lu sans formation spécialisée en logique mathématique, sauf pour certains 
passages entre crochets ([]) qui se réfèrent à des problèmes philosophiques 
soulevés ou résolus par les théorèmes du texte principal. 

Le texte est le développement de mon cours de Troisième Cycle à la Faculté 
des Sciences, Université de Paris, donné pour la première fois en 1960-61 
et polycopié en 1962. Monsieur J. L. Krivine a rédigé les chapitres de 0 à 5, 
qui constituent une amélioration déterminante de mon exposé. J'ai mis le cours 
à jour en ajoutant les chapitres 6 et 7. Monsieur Lacombe qui m’a apporté 
son concours dans des domaines variés, a bien voulu traduire l’Appendice I 
et les résumés, et corriger mon français des chapitres 6 et 7. Monsieur 
J. P. Ressayre a traduit les parties A-C de l’Appendice II non sans avoir 
contribué à leur rédaction par ses questions et critiques. 

Enfin, la collaboration efficace de mes amis Hubert Faure et Raymond Que- 
neau mérite une mention particulière. Aux prises avec la traduction de plu- 
sieurs versions d’une longue introduction, ils m’ont amené, par leurs judicieuses 
remarques, à diviser le texte original en un avant-propos (H. F.) et une intro- 
duction à l’Appendice II (R. Q.). Ils ont eu en outre la délicatesse de dissiper 
mes scrupules de leur avoir fait perdre leur temps ; depuis nos tentatives ini- 
tiales, le premier a doublé ses activités industrielles, le second a publié au moins 
un splendide roman. 


G. KREISEL. 
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0. PRÉLIMINAIRES : 
SCHÉMAS FONCTIONNELS 


Résumé 


Ce chapitre contient des résultats élémentaires sur les classes de 
fonctions engendrées par des schémas finis. De tels schémas sont fré- 
quemment utilisés en mathématiques (pbolynômes sur un anneau quel- 
conque, fractions rationnelles sur un corps quelconque, …); ici, ils 
sont principalement appliqués à la construction de langages. Le théo- 
rème de la page 2 établit l'existence des notations dites «sans paren- 
thèses ». 


Toutes‘les définitions sont exprimées à partir des notions de base 
de la théorie des ensembles (héréditairement finis). On utilisera ce fait 
dans l’Appendice II. 


On se donne une famille dénombrable F,(n = 0, 1,..) d’ensembles disjoints. 
Un élément de F, sera appelé symbole fonctionnel à n variables. 
Posons F = UF, et désignons par o(F) l’ensemble des suites finies d’élé- 


n 
ments de F. (Une suite finie d'éléments de F soit (fs f25 fx) par exemple, 
sera notée plus brièvement f, f, … fr). Considérons les sous-ensembles M4 
de o(F) ayant la propriété suivante : 


Si 41, …, 4, sont des éléments de M et sife F,, alors fa; … a, e M (nous 
désignerons cette propriété par « propriété S'»). 

Toute intersection d’ensembles ayant la propriété S a encore cette propriété. 
Par suite l'intersection de tous les sous-ensembles de o(F) ayant cette propriété 
la possède aussi. Cette intersection est appelée clôture fonctionnelle de la 
famille (F,) et sera désignée par F. Un élément de F est appelé schéma fonc- 
tionnel (construit à l’aide des symboles de F). 


Pour que F soit non vide il Jaut et il suffit que F, Æ ® (c’est-à-dire qu’il existe 
des symboles fonctionnels à 0 variables appelés encore symboles de constantes). 
En effet, si F, est non vide, soit ae F,. Alors a est dans tous les ensembles 
ayant la propriété S, donc a e F. Inversement si F est vide, a la propriété S 
donc F = @. 
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Tout élément de F est de la forme fa, … a, avec feF, et a, …,a,€F. En 
effet soit E l’ensemble des éléments de cette forme ; F ayant la propriété S, 
il est évident que tout élément de E est dans F. Inversement comme E a aussi 
la propriété S, E = F. C. q.f. d. 


Sixeo(F)etaeF on appelle occurrence de a dans x la donnée de deux suites 
u, ve o(F) (éventuellement vides), telles que x = uav. Si yea(F), la suite uyv 
est dite « obtenue en remplaçant par y l’occurence considérée de a dans x». 


Si x et y sont des schémas fonctionnels (x, y € Fjetsiae Fo, la suite z obtenue 
en remplaçant une occurrence de a dans x par y est aussi un schéma fonctionnel. 


Démonstration par récurrence sur la longueur de x : si x est de longueur 1, 
ou bien x = aet z = y, ou bien x Æ a et z = x ; dans les deux cas ze F. Si x 
est de longueur n > 1, on a x = fu, … u,, avecfe F,, u,, …, u, étant des sché- 
mas fonctionnels de longueur < n. L’un d’eux, soit , (avec 1 < i & ) contient 
l'occurrence considérée de a. Soit v, la suite obtenue en remplaçant cette occur- 
rence par y dans #,. Alors v, e F d’après l'hypothèse de récurrence. Or 


Z = fu, v… Ui-1 Vi Ui+i … Uy » 


donc zeF. 
C. q.f. d. 


LEMME. — SiaeF et siueo(F), u # ®, alors au &F. 


Par récurrence sur la longueur de 4. Si a est de longueur 1lonaae F. 
Si au était dans F on aurait au = fa, … a, avec fe F, et a,,…, ae F. D'où 
f = a (premier symbole de chaque membre) et par suite & = 0. D'où au = a 
et u = ®. 


Supposons le lemme vrai pour tous les éléments de F de longueur < net 
soitae F, a étant de longueur n. On a a = fa, … a, avec fe F, etai, …, & er. 


Si au e F on a au = gb, … b, avec g € F, et b1, …, b, € F. D'où 
fai … au = gb, … b, ; et par suite f = g. Soit i le plus petit entier tel que 
a; £ b;. On a donc 


da; di+1 … dx u — b; b;41 … b; 


et par suite on a soit a; = b, v, soit a; v = b, avec ve o(F) et v # @. Or cela 
contredit l’hypothèse de récurrence. (L'égalité a; = b; v entraïnant que la 
longueur de b, est < n.) 


THÉORÈME. — Pour tout xeF il y a une façon et une seule d'écrire x sous 
la forme fa; ….a, avec feF, et a, …,4,€eF. 


S'il existait deux telles façons d'écrire x, on aurait fa, … a, = gb1 ….b, 
avec fe F, ge FF Gi, dm Dis, D, € F, On a alors f = g. En désignant 
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par i le plus petit entier tel que a; £ b;, on obtient a; a, = b;..b, et par 
suite a; = b;v ou a; v = b, ce qui contredit le lemme précédent. 
Le théorème suivant sera très utilisé dans la suite : 


THÉORÈME. — Etant donnés un ensemble X, et, pour chaque n, une application 
f- f de F, dans l’ensemble des applications de X" dans X, il existe une applica- 
tion x — x de F dans X, et une seule, telle que pour tout fe F, et pour tout 
Au, EF on ait 


SO EE D La sn = 4. 
fa … a, = f(a;, 42, …, a). 


Unicité : étant données deux telles applications l’ensemble U des éléments 
de F sur lesquels elles coïncident à la propriété S. Donc U = F et par suite 
U=F. 

Existence : désignons par $, le sous-ensemble de F formé des éléments de 
longueur n. On définit par récurrence sur n une application o, de ®, dans X 
de la façon suivante : pour n = 1, comme ®, = F,, pour tout x e #, on pose 
@1(x) = À. Supposons définie p, pour i < n. Si x e ®,, on a d’une seule façon 
x = fa, … a, avec fe F,, et a; e F de longueur /, < n. On pose alors 


PAX) = (ea), Pi (A2), .. Pi(@x)) . 
L’application cherchée x — x est alors donnée par % = w,(x) si x est de 
longueur n. Il est immédiat qu’elle satisfait à la condition imposée. 
Cas particulier : chaque fe F, définit une fonction f à n variables sur F : 


si d3, .…, 4, € F on pose fl (a, .…, 4,) = fa, … a. Cette fonction f sera appelée 
valeur naturelle de f sur la clôture fonctionnelle de F. 


1. CALCUL PROPOSITIONNEL 


Résumé 


Les notions traitées dans ce chapitre concernent les connecteurs gram- 
maticaux, par exemple la négation, la conjonction, la disjonction. Ces 
opérations permettent de composer des propositions à partir de propo- 
sitions données. Les connecteurs particuliers qui sont traités ici sont 
appelés « aristotéliciens », « classiques », ou encore « bivalents », parce 
qu’ils ont été mis en évidence par Aristote, et parce qu'ils sont destinés 
à être appliqués à des propositions à valeur bien définie (vraie ou fausse) 
et non pas indécidée. De plus, les connecteurs étudiés doivent dépendre 
seulement de la valeur de vérité prise par chacune des propositions aux- 
quelles on les applique ; cette condition n’est pas satisfaite lorsqu'on 
prend, par exemple l’une des significations usuelle de Pimplication (4 
implique B) où l’on suppose que l’hypothèse 4 a « quelque chose à voir » 
avec la conclusion B. 

La structure constituée par les connecteurs étudiés ici (qui sont appe- 
lés « fonctions de vérité ») est celle de la classe de toutes les applications 
de {0,1 }” dans { 0,1 }. L'exercice 1 indique de façon précise en quel sens 
l’ensemble de tous ces connecteurs peut être obtenu par superposition 
à partir des connecteurs particuliers indiqués dans le texte. Comme la 
structure en question est très simple, le seul problème mathématiquement 
intéressant est celui des ensembles infinis de formules propositionnelles. 

Les notions de base sont celles de « formule propositionnelle » (dont la 
définition utilise le contenu du chapitre précédent) et de « modèle » d’un 
ensemble quelconque de formules. La seconde notion constitue un cas 
particulier de la notion générale de modèle en logique des prédicats. Le 
principal résultat est le théorème de finitude, qui se démontre par une 
simple utilisation de la compacité. Certaines applications algébriques sont 
données dans les exercices 3 et 4. 


Etant donné un ensemble P on appelle « calcul propositionnel construit à 
l’aide des éléments de P » et on désigne par Prop(P) l’ensemble des schémas 
fonctionnels construits à l’aide des symboles suivants : 


1) les symboles fonctionnels à 0 variable sont T, L et les éléments de P. 
(T se lit «vrai», L se Lit « faux »), 

2) — est le seul symbole à 1 variable (il se lit « non >), 

3) v est le seul symbole à 2 variables (il se lit « ou »). 
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Les éléments de P sont appelés variables propositionnelles ; les éléments 
de Prop(P) sont appelés formules. 

Pour À, B e Prop (P), v AB sera souvent notée (4) v (GB); —((—4)VC B)) 
sera notée (4) À (B) (le signe A Se lisant « et »); (— 4) v (8) sera notée 
(4) — (B) (le signe — se lisant « implique »). (4 — B) A (B — À) sera notée 
(4) + (B) (le signe + se lisant «équivaut à »). Pour faciliter la decture, on 
supprimera parfois les parenthèses, s’il n’y a pas de confusion possible, et on 
utilisera aussi des crochets : par exemple [(4) — (B)] à la place de ((4) — (B)). 

On appelle réalisation du calcul propositionnel construit sur P toute appli- 
cation 6 de P dans { 0, 1 } (ou plus généralement dans un ensemble ordonné 
à 2 éléments). 

D’après le théorème fondamental sur les schémas fonctionnels, toute réali- 
sation à se prolonge en une application (notée aussi à ) de Prop (P) dans { 0, 1 }, 
si on donne à T la valeur 1, à L la valeur 0, et à — et v les valeurs suivantes 
(fonctions à valeurs dans { 0, 1 }, définies sur {0, 1 jet {0,1}):—0=1; 
_1—=0; v00=0; vi0 = vOI = vil = 1. On dit qu’une réalisation ô 
de Prop (P) satisfait une formule À e Prop (P) ou est un modèle de À si 6(4) =1. 

On dit qu’une réalisation Ô satisfait un ensemble «7 de formules, ou est 
un modèle de «7 si ô satisfait chaque formule de æ. 

Une formule 4 € Prop (P) est appelée « théorème du calcul propositionnel » 
ou «formule valide du calcul propositionnel » si toute réalisation la satisfait. 
Deux formules À et B sont dites équivalentes si À ++ B est un théorème, ou 
si 6(4) — ô(B) dans toute réalisation (ce qui revient évidemment au même). 


LEMME D’INTERPOLATION. — Si À V B est un théorème de Prop(P), il 
existe une formule C dont toutes les variables propositionnelles sont communes 
à Aet Bet telle que AV Cet CV B soient des théorèmes de Prop(P). 


Par récurrence sur le nombre k de variables propositionnelles qui sont 
dans À sans être dans B. Sik =0il suffit de poser C = — À ; supposons 
le lemme démontré pour k = n — 1 et soit À une formule telle que 4 v B 
soit un théorème et qui ait exactement # variables propositionnelles qui ne 
soient pas dans B. Soit p l’une de ces variables, soient 4, et 4, les formules 
obtenues en substituant T et L à pdans A.A, v BetA, v Bsont des théorèmes, 
donc (4, A 4) v Best un théorème auquel on peut appliquer l'hypothèse 
de récurrence. On obtient ainsi une formule C telle que (4, À 42) V C et 
(— C) v B soient des théorèmes. De la définition de 4; et 42 il résulte que 
A v Cest un théorème. C. q. f. d. 


En remplaçant À par — 4 on obtient l'énoncé suivant : 


Si À — B est un théorème de Prop (P) il existe une formule C dont les varia- 
bles propositionnelles sont communes à AetBet telle que ACet CB 
soient deux théorèmes. 
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COROLLAIRE. — THÈORÈME DE DÉFINISSABILITÉ. Soient A(p) une formule conte- 
nant la variable propositionnelle p, et A( p') le résultat de la substitution de p' 
à p dans A(p) (p' étant une variable propositionnelle qui n’est pas dans A(p)). 
Si [A(p) À A(p')] — (p — p') est un théorème, il existe une formule F ne 
contenant que les variables de A mais ni p ni p' telle que A(p) — (p = F) soit 
un théorème. 


En effet A(p) À p À A(p') = p' est un théorème donc A(p) A p — (4(p') —p') 
est un théorème. D’après le lemme d’interpolation on a donc une formule 
F'ne contenant ni p ni p’ telle que ApApFetF- (AGp') —> p') soient 
des théorèmes. Donc A(p) — (p — F) et A(p') — (F — p') sont des théorèmes 
et par suite A(p) — (p ++ F) est un théorème. 

Plus explicitement, F = A(T) (résultat de la substitution de T à p dans 


A(p)). 
Démonstration. — En remplaçant A4(p) À p — (4(p') — p') par 
(= AG) V —p) v (4) -p') 
on obtient d’après la démonstration du lemme d’interpolation 
= — ((— ACT) v L) A (— ACL) v T)) 
qui se réduit à — — A(T) d’où F = A(T). 


Le théorème suivant sera utilisé pour l’élimination des quantificateurs (Cha- 
pitre 4). 


THÉORÈME. — Toute formule À de Prop (P) est équivalente à une formule 
de la forme À; V 43 V + V 4,, où chaque A; (1 <i<k) est de la forme 
Ai = Ai A A2 À ** À Q,, AVEC X = p OU —1p, où p est une variable proposition- 
nelle de À ou T. 


On dit qu’on a écrit 4 sous la forme d’une « disjonction de conjonctions ». 
Le théorème est également vrai pour une « conjonction de disjonctions » et 
se démontre de la même façon. 

Par récurrence sur le nombre k de variables propositionnelles apparaissant 
dans 4. Pour k = 0, À équivaut soit à T soit à L. Supposons le théorème 
démontré pour k = n — 1, et soit A(p) une formule contenant n variables 
propositionnelles, dont p. Soient B et C les résultats de la substitution de T 
et de L à p dans A(p). B et C ont n — 1 variables propositionnelles et il est 
immédiat que A(p) équivaut à (p À B) V (—p À C). D’après l'hypothèse 
de récurrence B équivaut à B, v + v B, et C équivaut à Ci v + v Ci, 
donc A(p) équivaut à 


@ABIVEAB)V VGA B)V(—p A CD VV (—p AC), 
qui est de la forme cherchée. C. q.f. d. 
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THÉORÈME DE FINITUDE. — Soit s4 un ensemble de formules de Prop(P) tel 
que tout sous-ensemble fini ait un modèle. Alors # a un modèle. 


Démontrons-le d’abord dans le cas (le plus courant en logique) où P est 
dénombrable (et par suite aussi æ). 

Soit P1s «… Pa … une énumération de P. Supposons trouvée June application 
5 de {ps Ph } dans {0, 1 } telle que tout sous-ensemble fini de & ait un 
modèle dans lequel p,, …, p, prennent les valeurs O(p1), …, 8(p,). Alors on peut 
prolonger à à { P1, .… Ps Pn+1 } avec la même propriété. En effet si O(Py+1)= 0 
ne convient pas, c’est qu’il existe un sous-ensemble fini U, de « qui ne peut 
être satisfait quand P1, .… Pw Pn+1 PIennent les valeurs 6(p:), …, 6(p,), 0. 
Si U est un sous-ensemble fini quelconque de s, d’après l’hypothèse faite sur 
6, Us L U a un modèle dans lequel p1, .…. Pa prennent les valeurs (p:), …, Ô(P). 
Dans ce modèle p,,, prend donc la valeur 1 et par suite tout sous-ensemble 
fini U de «7 à un modèle dans lequel p, …, Ps Pn+1 prennent les valeurs res- 
pectives ô(p;), .… ô(p;), 1. 

On définit donc ainsi par récurrence Sur #7 une réalisation 6 de Prop(P), 
telle que, pour chaque #, tout sous-ensemble fini de & ait un modèle dans lequel 
Pis PA prennent les valeurs 8(p:) … 6(p,). Il en résulte que 6 satisfait æ : si 
À est une formule de &, il suffit pour voir que à satisfait À, de prendre n assez 
grand pour que les variables propositionnelles de À forment un sous-ensemble 
de {Pis + Pn ÿ. 

Cette démonstration est valable dans le cas général, moyennant un bon 
ordre sur P. On peut aussi donner la démonstration suivante : 

Pour chaque formule À de Prop (P) l’ensemble des réalisations à qui la satis- 
font est ouvert dans { 0, 1 }” (muni de la topologie produit) puisque À ne fait 
intervenir qu’un nombre fini de variables propositionnelles. Il est également 
fermé puisque les réalisations qui ne satisfont pas À sont celles qui satisfont — À. 
Pour chaque formule 4 de s7 soit À l’ensemble des réalisations qui satis- 
font 4. L'hypothèse du théorème entraîne que toute intersection finie de À 
est non vide. Comme {0,1}° est compact, l'intersection de tous les À 
pour À e & est donc non vide. C. q. f. d. 


AUTRE ÉNONCÉ. — Si toute réalisation satisfait une des formules d’un ensem- 
ble & de formules, il existe B;,.…., B, € æ telles que B, V ** V B, soit un 
théorème. 


Sinon pour tout sous-ensemble fini { B;, …, B, } de & il y a une réalisation 
qui ne satisfait pas B, v ‘+ V B, donc qui satisfait — B, À ‘+ À — B,. Soit Ÿ 
l’ensemble des — B pour Be &. D'après le théorème de finitude il y a une 
réalisation qui satisfait æ ce qui contredit l’hypothèse. 

On dit qu’une formule À est conséquence d’un ensemble #4 de formules 
si toute réalisation qui satisfait & satisfait également 4. En particulier les 
conséquences de $ sont les théorèmes ; les conséquences d’un ensemble fini 
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# = { A;,…, À, } sont les formules À telles que À, À ++ À À, — À soit un 
théorème. 


THÉORÈME. — Pour que À soit conséquence d’un ensemble # de formules, 
il faut et il suffit qu’elle soit conséquence d’un sous-ensemble fini de s. 


La condition est évidemment suffisante. Elle est nécessaire, car dire que À 


est conséquence de 7 équivaut à dire que l’ensemble 7 U { — 4 } n’a pas 
de modèle. Il y a donc un sous-ensemble fini { 4;, …, 4,, — À } qui n’a pas 
de modèle (si — À n’est pas dans ce sous-ensemble, il suffit de l’y ajouter). 


1. 


C. q.f. d. 


EXERCICES 


Il est immédiat que chaque formule À ayant p;, …, p,, comme variables 
propositionnelles définit une application de { 0, 1 }" dans { 0, 1 }. Démon- 
trer que toute application de {0, 1 }* dans { 0, 1 } est ainsi obtenue. 


Soit U, l’ensemble des applications de { 0, 1 }* dans { 0, 1 } et 
U = U U,. Un sous-ensemble S de U est dit complet si tout élément 


keN 
de U s'obtient par composition d’éléments de S. 
Montrer que les ensembles S = { @}, S = { —, L } sont complets 
(où p(p, 4) = —p À —g). Montrer que les ensembles S = LT, — } 
S={T,, A, V } ne sont pas complets. 


Solution. — Par récurrence sur le nombre » de variables. Supposons 
la proposition démontrée pour n = k et soit f(p1, …, Ps Px+1) une 
application de {0,1 }“*! dans {0,1}. Par hypothèse on a 


Pis es Pis 1) = A(P15 + Px) 


et (Pa Prs 0) = B(p1, …, px), À et B étant deux formules dont les 
variables sont p;, …, p. On vérifie immédiatement que la fonction 
F (Pas + Pus Px+:) St donnée par la formule 


ÉPræs + A(p;, …., Pr)] A [— Pe+i > B(p:, …, P1)] . 


On vient de montrer que l’ensemble { —, v } est complet. Or 
—P= pp, p)=p+Let pv q = p(p, g) = — pq, ce qui 
montfe que les ensembles {@ } et { +, L } sont complets. 

Considérons les schémas fonctionnels construits à l’aide de { T, — } 
et d’un ensemble P de variables propositionnelles. Ils représentent toutes 
les fonctions obtenues à partir de T, — par composition. Soit A(p) un 
schéma fonctionnel ne contenant que la variable p. On va voir par 
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récurrence sur la longueur que A(p)+> T ou bien A(p) = p est un théo- 
rème. Si A(p) est de longueur n on a A(p) = — B(p) C(p), où B(p) et 
C(p) sont de longueur < n — 1. Ii en résulte que A(p) équivaut à une 
des formules p —p, p—T, T —p, TT, c'est-à-dire à T ou à p. 

Il en résulte que la fonction — n’est pas obtenue par composition 
de T et de —. On montrera de même qu’elle n’est pas obtemue par com- 
position de T, —, A,V. 


Un ensemble æ de formules est dit indépendant si aucune formule 
AE .a n’est conséquence de 7 — { 4 }. Démontrer que : 


a) Pour qu’un ensemble de formules soit indépendant, il faut 
et il suffit que tout sous-ensemble fini le soit. 


b) Pour tout ensemble «7 fini, il y a un sous-ensemble indépendant 
équivalent Z (c’est-à-dire tel que toute formule de æ soit conséquence 
de & et inversement). 


c) Pour tout ensemble æ dénombrable il existe un ensemble indépen- 
dant équivalent. 


Remarque. — 11 existe un ensemble dénombrable & de formules qui 
n’a aucun sous-ensemble indépendant équivalent à s. Désignons par 
Pis se Pne Une Suite de variables propositionnelles distinctes et posons 
par exemple : 


a = (Pi P1 À Pas. P1 A °° À Pr ….) : 


Il est clair que tout sous-ensemble indépendant de Z est réduit à une 
seule formule et que æ n’est équivalent à aucun de ses éléments. 


Solution. — a) Conséquence immédiate du théorème de finitude. 


b) Par récurrence sur le nombre k d’éléments de æ. 

La proposition est évidente pour k = Ô : supposons-la vraie pour 
k=net soit 2 = { 41, …, 4, 4,4, } un ensemble de n + 1 formules. 
Si cet ensemble est indépendant la proposition est vraie. Sinon 4,+1 
par exemple est conséquence de { A1, …, À, } et il suflit alors d’appli- 
quer l'hypothèse de récurrence à l’ensemble { 4,, …, 4, }. 


c) Soit A1, .…, Am .… une énumération des formules de 7. Soit 4; 
la première formule dans cette énumération qui ne soit pas un théorème. 
Posons B, = À; et par récurrence posons B,+1 = B, À À; où À; est 
la première formule de «7 qui ne soit pas conséquence de B,. Ilest immé- 
diat que B,, B, .…, B … Sont conséquences de < et qu'inversement 
chaque 4, est conséquence de l’ensemble B,…, B,, … . Dans la suite 
B,,.…., By Chaque formule est conséquence de la suivante, mais non 
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de la précédente, Si cette suite est finie, soit B, son dernier terme. {B,} 
est l’ensemble indépendant cherché (il est indépendant car si B, était 
un théorème, comme B, — B, en est un, B, serait aussi un théorème). 
Si cette suite est infinie, posons Ci = B; C> = B, + B, : …; 
C, = B,-; — B, ; il est immédiat que 1° aucune C, n’est un théorème 
et 2° l’ensemble { Ci, C;,…., C,, … } est équivalent à 7. Il est indépendant : 
en effet d’après le 1°, il y a une réalisation qui satisfait — C, et donc 
B,-1et—B,. Comme B, B,, pour m > n, cette réalisation satisfait 
Cw M > n; comme B, + B,, pour p < n, elle satisfait C, pour p <n. 
Alors elle satisfait toutes les formules Cy q # n, et ne satisfait pas C'; 
c’est-à-dire C, n’est pas conséquence de {C,,…., ER SRE À 
C. q. f. d. 


a) Un groupe G est dit totalement ordonné si on à sur G une relation 
d’ordre total telle que a < b = ac < be et ca < cb quels que soient 
a, b,ceG. Montrer que pour qu’un groupe G puisse être ordonné il 
faut et il suffit que tout sous-groupe de G engendré par un ensemble 
fini d'éléments de G puisse être ordonné. 


b) En déduire que pour qu’un groupe commutatif G puisse être ordonné 
il faut et il suffit qu’il soit sans torsion. 


Solution. — a) La condition est évidemment nécessaire. Considérons 
alors dans le calcul propositionnel construit avec les éléments de G? 
Comme variables propositionnelles l’ensemble æ des formules sui- 
vantes : 


(a, a), où a décrit G. 

(a, b) V (b, a), où a et b décrivent G. 

(a, b) — — (b, a), où a, b décrivent G en restant distincts. 
(a, b) À (b,c) - (a, c), où a, b, c décrivent G. 

(a, b) — [(ac, be) À (ca, cb)], où a, b, c décrivent G. 


Dans tout sous-ensemble fini de , soit U, n'apparaissent qu’un nom- 
bre fini d'éléments de G. Si Gy est le sous-groupe qu’ils engendrent, 
Guy peut être ordonné ce qui revient à dire qu’il existe une réalisation 
du calcul propositionnel considéré qui satisfait U : celle qui donne à 
(a, b) la valeur 1 ou 0 suivant que a < b ou a > b pour a, be Gy, et une 
valeur arbitraire si 4 ou b n’est pas dans Gy. D’après le théorème de 
finitude, il y a une réalisation qui satisfait tout entier. Il suffit de poser 
a < b quand (a, b) = 1 dans cette réalisation et a > b quand (a, b) = 0 
pour obtenir un ordre sur G. 


b) Si G est commutatif et ordonné il est clair que Gest sans torsion. 
Inversement si G est sans torsion, les sous-groupes de G engendrés par 
un nombre fini d’éléments sont libres donc isomorphes à Z" pour un 


12 


ÉLÉMENTS DE LOGIQUE MATHÉMATIQUE 


entier n. Or Z" peut être ordonné suivant l’ordre lexicographique : 
(a, di) < (1, …, b,) si et seulement si pour le premier i tel que a; # b; 
on à 4, < b,. 


Un graphe (relation symétrique et non réflexive) défini sur un ensemble 
M est dit k-chromatique (k étant un entier positif) s’il existe une partition 
de M en k ensembles disjoints C:, …, C,, tels que deux éléments de M 
liés par le graphe n’appartiennent pas au même C;. Montrer que pour 
qu’un graphe soit k-chromatique, il faut et il suffit que chaque sous- 
graphe fini le soit. 


Solution. — La condition est évidemment nécessaire, une partition 
sur M induisant une partition sur chaque sous-ensemble fini. Inverse- 
ment considérons dans le calcul propositionnel construit sur ET Ne 
x M comme ensemble de variables propositionnelles, l'ensemble & des 
formules suivantes : 


(i, a) — —(j, a), où i, j sont deux entiers distincts et < k et 
où a décrit M; 

G, a) v Q@, a) ve v UK, a), où a décrit M ; 

(i, a) — — (, b), où i < k et où a, b sont deux éléments liés. 


Si tout sous-graphe fini est k-chromatique on voit immédiatement 
que tout sous-ensemble fini de & a un modèle. Donc 7 tout entier a un 
modèle. On obtient sur M une partition k-chromatique en posant a € C; 
si et seulement si (ë, a) prend la valeur 1 dans ce modèle. 


2. CALCUL DES PRÉDICATS 


Résumé 


On élargit l’étude effectuée au chapitre précédent, en prenant main- 
tenant en considération les quantificateurs « quel que soit » et «il existe ». 
Ces quantificateurs n’opèrent pas sur les propositions mais sur les rela- 
tions, permettant de définir des relations n-aires à partir de relations 
(n + Lj-aires, et en particulier des propositions (relations O-aires) à 
partir de relations monadiques. Corrélativement, on élargit l'emploi des 
connecteurs propositionnels définis dans le chapitre précédent, de façon 
à les transformer eux aussi en des opérations portant sur les relations. 

Le langage obtenu se révèle suffisant pour exprimer la majorité des 
concepts mathématiques, et constitue par conséquent un cadre adéquat 
pour une théorie générale des systèmes axiomatiques. 

Contrairement à ce qui se passe pour le calcul propositionnel, lors- 
qu'on définit comme ci-dessus la notion générale de « quantificateur », il 
n’est pas vrai que tous les quantificateurs puissent être définis à partir des 
deux quantificateurs particuliers indiqués ci-dessus. Pour plus de détails, 
cf. Mostowski [FM], 44 (1957). 

Les principales notions sont celles de « formule » ou de « langage » 
de la logique des prédicats (du premier ordre), et celle de « réalisation » 
d’un langage. A partir de ces notions, on définit celle de « modèle » 
d’un ensemble de formules. Un cas particulier important est celui des 
modèles qu’on appelle « canoniques », c’est-à-dire ceux où chaque objet 
(élément du modèle) possède un nom dans le langage considéré. 

Dans ce chapitre, le principal outil est constitué par l’emploi de 
schémas fonctionnels pour la construction de modèles canoniques. Par 
cette méthode on obtient en particulier les résultats suivants : on construit, 
pour tout modèle d’un ensemble fini ou dénombrable quelconque de 
formules, des sous-modèles dénombrables de ce modèle (exercice 5); 
on démontre un certain théorème de finitude (par réduction au cas pro- 
positionnel) ; on obtient un utile théorème d’uniformité. L'exercice 6 
montre que ce dernier théorème est optimal à plusieurs points de 
vue. 

D’autres résultats concernant les principales questions de ce chapitre 
seront donnés dans les chapitres 3 et 5. Ce dernier contient une seconde 
méthode pour construire des modèles canoniques (et une seconde démons- 
tration des principaux résultats du présent chapitre). 

Les méthodes de ce chapitre se prêtent à une démonstration du 
théorème d’interpolation : on la. donne donc ici ; mais l’intérêt de ce 
théorème est lié aux problèmes de définissabilité traités systématique- 
ment dans les chapitres 4 et 6. 
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UN LANGAGE Z est par définition constitué par : 


1° Un ensemble V4 dont les éléments sont appelés variables. 


2° Une suite d’ensembles F3(n = 0, 1,...). Les éléments de F2 sont appelés 
symboles fonctionnels à # variables. On pose Fe = UF£. F, est appelé 


ensemble des symboles fonctionnels. 
30 Une suite d’ensembles R' (n = 0, 1, ..). Les éléments de R?£ sont appelés 
symboles relationnels à n variables. 


Les ensembles Ve, R%, F% sont supposés de plus disjoints deux à deux. 


On appelle ensemble des termes de et on désigne par T4 l’ensemble des 
schémas fonctionnels construits à l’aide de FSU V, comme ensemble de 
symboles à O variables, et de F> comme ensemble de symboles à n variables 
(n = 1, 2, …). Nous désignerons par T} l’ensemble des termes où apparaissent 
n variables distinctes. 


On appelle ensemble des formules atomiques du langage S et on désigne 
par Ate Vensemble U Rz x (Te). Une formule atomique du langage Z est 


donc une suite Rf; a t, où R est un symbole relationnel à n variables et où 
lis los, y SONt des termes du langage Z. Pour faciliter la lecture, cette for- 
mule sera écrite aussi R(#,, …, ,), surtout lorsque l’un des termes f; a une lon- 
gueur > 1. 


On appelle ensemble des formules du langage © et on désigne par F4 l’ensem- 
ble des schémas fonctionnels construits à laide des symboles suivants : 


æ) Les symboles à O variables sont d'une part les formules atomiques, 
d’autre part T et L (lire «vrai» et « faux »). L'ensemble des symboles à 0 
variables est donc At U{T}U{L}. 

B) Les symboles à 1 variable sont d’une part — (lire «non ») d’autre part 
les éléments d’un ensemble Q disjoint des précédents et en correspondance 
biunivoque avec V.. L'élément de Q correspondant à la variable x sera noté 
Vx (lire «il existe un x»). 


y) Un seul symbole à 2 variables : v (lire « ou »). 


Remarque. — F4 = Prop (P) au sens du chapitre précédent où P est le 
sous-ensemble de 3, constitué par les éléments (formules) de #4 dont le 
premier symbole n’est pas une constante propositionnelle (T, L, — ou v}). 

UNE RÉALISATION DU LANGAGE # est par définition constituée par : 


1° Un ensemble E # @ appelé ensemble de base de la réalisation. 
2° Pour chaque n > O une application de F% dans l’ensemble des fonctions 
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définies sur E" à valeurs dans E. On en déduit (théorème sur les schémas fonc- 
tionnels) une application de T' dans l’ensemble des fonctions définies sur E” 
à valeurs dans E. 


3° Pour chaque n > 0 une application de R'} dans B(E”) (ensemble des parties 
de E"). On en déduit une application de 4, dans $(E”*) : l’image de la for- 
mule atomique Rr, 1, par cette application étant l’ensemble { ô eEY® : 
(ôt,, …, ô)eR}, où R © E" est l’image de R par l’application donnée, et 
où ôf, désigne la valeur prise par la fonction déduite du terme f; quand les 
variables prennent les valeurs attribuées par ô. (ô e EŸ* est une application 
de V; dans E.) 


D’après le théorème sur les schémas fonctionnels, à chaque formule du 
langage Z correspond par la réalisation un sous-ensemble de EŸ* si on 
définit T, L, —, V, Vx comme fonctions sur $(E”*) de la façon suivante : 


T est la constante E’*. 

L est la constante ®. 

— est définie comme l’application X — GX de B(E"*) dans lui-même. 

v est définie comme l'application (X, Y) + X U Y de {B(E"*)}? dans 
BE’*). : 

Vx est définie comme l’application X — projection de X suivant la variable 
x (c’est-à-dire { ô e EŸ* : il existe 0” e X tel que 9” = Ô sauf peut-être sur x ) 
de P(EV*) dans lui-même. 


(Dans l'exercice 1, nous donnons un exemple simple de langage et de réali- 
sation de ce langage, permettant de suivre les constructions effectuées ici.) 


Remarque. — Chaque fois que nous n’aurons à considérer qu’une seule 
réalisation à la fois du langage , nous noterons À la valeur prise par la for- 
mule À dans cette réalisation (4 & EV* si E est l’ensemble de base de la réali- 
sation). 


On dit qu’un sous-ensemble X de EŸ* ne dépend que des variables x, …, x, 
s’il existe Y < EC) tel que X = Y x EP#- Gussxn, 


Etant donnée une formule À, soient x;, …, x, les variables apparaissant dans 
les termes de A. Alors dans toute réalisation, À ne dépend que de x;,…, x,. 


Cet énoncé est évident si 4 est atomique. Si À et B satisfont à cet énoncé, 
A V Bet — À y satisfont (car À V B = À U B et — À = (A dans toute 
réalisation) ainsi que VxA (car VxA = projection de À suivant la variable x). 
D'après fa définition de l’ensemble des formules toute formule satisfait donc 
à cet énoncé. 

Pour utiliser plus commodément ce genre de raisonnement appelons lon- 
gueur d’une formule À le nombre de constituants de À du type a, B, y (nombre 
de formules atomiques + nombre de symboles T, 1, —, Vv, Vx apparaissant 
dans À). 
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A toute formule À du langage Z on va associer par récurrence sur sa lon- 
gueur un ensemble fini de variables appelées variables libres de À de la façon 
suivante : si 4 est de longueur 1 (formule atomique ou T, ou L) les variables 
libres de À sont celles qui apparaissent dans les termes de 4. Supposons alors 
défini l’ensemble des variables libres pour chaque formule de longueur < n — 1 
et soit À une formule de longueur n. Si À commence par — ou par V, À 
s'écrit — B ou bien v BC (B et C étant des formules). Alors les variables 
libres de À sont celles de B dans le 1° cas, celles de B et celles de C dans le 2°. 
Si À commence par Vx, À s’écrit VxB. Alors les variables libres de À sont 
celles de B sauf x s’il y a lieu (c’est-à-dire si x est variable libre de B). 

Une variable qui n’est pas libre dans À est dite liée dans À (en particulier 
toutes les variables qui n’apparaissent pas dans À sont liées dans À). 


THÉORÈME. — Soit À une formule dont les variables libres sont x1,…., x,. 
Alors dans toute réalisation À ne dépend que des variables x,, …., x,. 
Démonstration immédiate par récurrence sur la longueur de À. 


Une formule À est dite close si elle n’a pas de variables libres. Il résulte du 
théorème précédent, que dans une réalisation de base E, si À est close on a soit 
À = ®, soit À = EY*. 


On dit qu'une réalisation (de base E) satisfait une formule close si dans cette 
réalisation on a À = E"*. On dit encore que la réalisation est un modèle de A. 


Etant donné un ensemble «7 de formules closes de Z, on dit qu’une réali- 
sation de & satisfait & ou est un modèle de si elle satisfait chaque formule 
de +. 


Notations. — À et B étant 2 formules de &, v AB sera aussi notée (4) V (B); 
(— À) v (B) sera notée À — B; —((— 4) v (— B)) sera notée (4) À (B); 
— Vx — À sera notée AxA (le signe Ax se lisant « pour tout x »). 


Une formule À dont les variables libres sont x,, …, x, sera notée A(x:, …, x,) 
lorsqu'on voudra mettre en évidence les variables libres ; on appelle clôture 
de À la formule Ax, Ax, … Ax, À. La clôture de À est donc une formule 
close. Si 1, …, 1, sont des termes, on notera A(r,, …, f,) la formule obtenue 
en remplaçant dans A(x;, …, x,) chaque occurrence de x,, …, x, respectivement 
par t1, …, 1, ; C’est une formule d’après le chapitre 0. 


Une formule À (non forcément close) est appelée théorème du langage Æ ou 
encore formule valide du langage & si dans toute réalisation on a À = E'* 
(E étant l’ensemble de base de la réalisation). Cela revient à dire que toute 
réalisation satisfait la clôture de À. 


Formules sans quantificateur : on appelle formule sans quantificateur du 
langage Z une formule du calcul propositionnel construit sur Af, comme 
ensemble de variables propositionnelles. (Il est immédiat que c’est bien une 
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formule du langage Z. L’appellation vient du fait que Vx et Ax sont appelés 
quantificateurs.) 


Formules prénexes : une formule est dite prénexe si elle s’écrit sous la forme 
QA, où Q est une suite finie de signes — et Vx.(x; e PV.) et où 4 est une for- 
mule sans quantificateurs. 


THÉORÈME. — Si V, est infini, pour toute formule À, il existe une formule À' 
prénexe équivalente à A (c’est-à-dire telle que 4'+> À soit un théorème ou 
encore telle que À’ = À dans toute réalisation de Ÿ). 


LEMME. — Si À et B sont deux formules prénexes, il existe une formule pré- 
nexe C équivalente à V AB. 


Démonstration par récurrence sur la longueur de v 4B : le lemme est 
évident si À et B sont sans quantificateur. Si À par exemple contient des quan- 
tificateurs, soit Vx le premier quantificateur apparaissant dans 4. Il est donc 
précédé par des signes — qu’on peut évidemment supposer en nombre < 1. 
Soit x’ une variable qui n'apparaît ni dans À ni dans B. (Il en existe puisque 
V, est infini.) 

Si À = Vx4', soit 4” la formule obtenue en remplaçant dans 4’ la variable 
x par x’ partout où elle apparaît. Alors 4 V B équivaut à (Vx’ 4”) Vv B, donc 
à Vx'(4" V B). Comme 4” et B sont prénexes, il suffit d'appliquer l’hypothèse 
de récurrence pour trouver une formule prénexe C’ équivalente à 4” v B. 
La formule cherchée est C = Vx’ C’. 

Si À = — VxA' soit encore 4” la formule obtenue en remplaçant dans 
A’ la variable x partout où elle apparaît par x’. Il est clair que 4 équivaut à 
— Vx' 4" = Ax' — 4" et que 4” est plus courte que 4. D’après l’hypothèse 
de récurrence il existe une formule prénexe C’ équivalente à — 4” V B. Posons 
C = — Vx' — C’; C'équivaut donc à Ax’(— 4” V B), donc à (Ax’ — 4”) v B 
puisque x’ n’apparaît pas dans B. Donc C équivaut à v 4B. C. q.f. d. 


Le théorème se démontre alors par récurrence sur la longueur de À : si À 
est atomique on pose 4’ = À. Si À = — B ou À = VxB, l'hypothèse de récur- 
rence donne une formule B’ prénexe équivalente à B. On pose alors 4’ = — B’ 
ou À’ = VxB. Si À = v BC l'hypothèse de récurrence donne deux formules 
prénexes B’ et C’ respectivement équivalentes à B et à C. Il suffit d’appliquer 
le lemme ci-dessus pour trouver une formule prénexe 4’ équivalente à v B' C'. 

C. q.f. d. 


Une formule prénexe peut toujours s’écrire sous la forme 
Qi x1 Q2 X2 + Q, x, H 


où Q, est un quantificateur (Q, = À ou V) et où H est une formule sans quan- 
tificateurs. Elle sera dite purement existentielle si tous les Q; sont V et pure- 
ment universelle si tous les Q; sont A. 
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& étant un ensemble de formules de & on appelle langage de & et on désigne 
par (€) le langage dont les variables sont celles de , et dont les symboles 
fonctionnels et relationnels sont ceux qui apparaissent dans les formules de &. 

On appelle réalisation canonique de & toute réalisation de (6) dont l’en- 
semble de base est T4, (ensemble des termes du langage de &) et dans laquelle 
on donne aux symboles fonctionnels leur valeur canonique en*tant que fonc- 
tions sur Tyçe, (on laisse donc libre le choix des valeurs des symboles relation- 
nels). 

Le but des théorèmes qui suivent (jusqu’au théorème d’uniformité) est de 
répondre à la question : étant donnée une formule 4, que doit-on faire pour 
savoir si c’est un théorème ? (Voir aussi, appendice II, A, lemme 3). On se 
limite aux formules prénexes. 


THÉORÈME. — Soit & un ensemble de formules prénexes closes purement 
universelles. Si & a un modèle il a un modèle canonique. 


Nous posons Z' = #(€) ; toute formule de & est par hypothèse de la forme 
Ax1 x … AX, À, où À fait partie du calcul propositionnel construit sur les 
formules atomiques de Z’. Dans le modèle donné de #, soit E l’ensemble de 
base et soit R « E" la valeur attribuée au symbole relationnel R e Re. Soit 
5 un élément quelconque mais fixé de E”*’. On en déduit une application f — t 
de Ty dans E. Nous définissons une réalisation canonique de & en donnant 
à Re R? la valeur 


R = {Gas 0) € (Te): (files t)eR)}. 


L'application + — tde T dans E définit une application @ : (T#)"*"  E"<° 
d’où l'application inverse @"! : $(E”*") > B((Te)"* ). 
Si À est une formule sans quantificateurs de Z”, À étant la valeur qu’elle 


prend dans le modèle donné, À celle qu’elle prend dans la réalisation canonique 


ci-dessus, on a À = @”‘(À4) : c’est clair si À est atomique, et on sait que 7" 


commute avec les opérations de réunion et de passage au complémentaire. 
Soit alors Ax; … Ax, À une formule de &. Par hypothèse on a 4 = ETs”, 
Donc L _ 
A=@p (4) = (Te)*. 
Donc Ax; … Ax, À est satisfaite dans la réalisation canonique considérée. 
C. q. f. d. 


THÉORÈME DUAL. — Soit À une formule prénexe close purement existentielle. 
Pour que À soit un théorème, il faut et il suffit que toute réalisation canonique de 
À la satisfasse. 


La condition est évidemment nécessaire. Elle est suffisante, car si toute réa- 
lisation canonique satisfait 4, aucune ne satisfait — 4 qui n’a donc pas de 
modèle d’après le théorème précédent. 
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THÉORÈME. — Pour toute formule prénexe F il existe une formule prénexe F 
purement universelle, dont le langage ne diffère de celui de F que par l’adjonction 
d’un nombre fini de symboles fonctionnels, telle que : 


a) Dans toute réalisation de LP) on a Ê c F (c’est-à-dire ÊF Fest un 
théorème). L 
b) Toute réalisation de (F) se prolonge à (À) de façon que F = F. 


Par récurrence sur le nombre de quantificateurs de F. Si F n’en a aucun, 
on prend Ê=F. 

Si F = AxG, par hypothèse il y a une formule G satisfaisant au théorème 
pour G. Il suffit de poser F = AxG. 

Si F = VxG, soit G une formule satisfaisant au théorème pour G. Soient 
Xos X15 +, X,, les variables libres de G. Si x n’est pas libre dans G, dans toute 
réalisation on a VxG = G. Il suffit donc de prendre F-& 

Si x est libre dans G on a par exemple x, = x. Soit alors o un symbole 
fonctionnel à # variables qui ne soit pas dans Z(O). Soit Ê la formule obtenue 
en remplaçant dans 6, x par ox … x,. Il est clair que Fest purement univer- 
selle (puisque el l'est). Ê satisfait à la condition a) : soit E l’ensemble de base 
d’une réalisation de Z() : F est l’ensemble des (a, …, a,) € EU1-#") tels 
que 

(lai, … a), a, …, ae G € G € Erin), 


Donc pour tout élément (a;, …, a,) de F,ona (a,, …, a) e VxG = F. Donc 
Fer. 

F satisfait la condition b) : soit en effet E l’ensemble de base d’une réalisa- 
tion de Z(F). Par hypothèse on peut prolonger cette réalisation à (6) de 
façon que G = G. On a alors F = VxG = VxG. Donc pour que 


(a, …, a,)e Er. Xn) 


soit dans F, il faut et il suffit qu’il existe un a e E tel que (a, a;, …, a,) € 6. 


On définit alors @ (on a encore le choix de sa définition puisque o # Z(@ par 
hypothèse) de la façon suivante : 


p(a;,.…,a,)= a si (a, a)eF 
E(a1, .… 4) = ao (élément quelconque de E) si(a;,…,a)#F. 


On obtient ainsi une réalisation de LE ); dans cette réalisation F est l’en- 
semble des (a,,…., a,) tels que (o(@:, vs An}; is ss An) € G. On a donc bien 
Ê=VxG=F. C. q.f. d. 
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THÉORÈME DUAL. — Pour toute formule prénexe F, il existe une formule 
prénexe F, purement existentielle, dont le langage ne diffère de celui de F que 
par l’adjonction d’un nombre fini de symboles fonctionnels telle que : 


a) Dans toute réalisation de LE) on a Ë 5 F (c'est-à-dire F — F est un 
théorème). Ù . 
b) Toute réalisation de Z(F) se prolonge à Z(Ÿ) de façon que F=. 


11 suffit de poser F = — GE). 


COROLLAIRE 1. — Pour qu’une formule prénexe close F soit un théorème il 
faut et il suffit que F soit satisfaite par toutes ses réalisations canoniques. 


. F « LA = A . 
Si F est un théorème, comme F — F en est un, F en est un aussi, et par 
suite Fest satisfaite en particulier par toutes ses réalisations canoniques. 


Inversement, si est satisfaite par toutes ses réalisations canoniques, comme 
elle est purement existentielle, c’est un théorème. Etant donnée une réalisation 
quelconque de Z(F) on peut la prolonger de façon que F = Ë. Or est satis- 
faite par ce prolongement. Donc F est satisfaite par la réalisation donnée. F 
est donc un théorème. 


CoROLLAIRE 2. — Soit & un ensemble dénombrable de formules closes. 
S'il a un modèle il a un modèle dénombrable. 


On peut supposer # constitué par des formules prénexes. Soit alors ê l'en- 
semble des À pour Fe & (les symboles fonctionnels ajoutés à #(#) pour chaque 
F étant supposés tous distincts). 

& ayant un modèle celui-ci se prolonge en un modèle de &. Or & est formé 
de formules prénexes purement universelles ; ayant un modèle il a donc un 
modèle canonique. Or ce dernier est évidemment dénombrable. 

C. q.f. d. 


On donne en exercice (n° 4-5) des énoncés plus précis de ce théorème. 


Considérons un langage Z. Se donner une réalisation canonique de 
revient à se donner pour chaque n > 0 une application de R% dans 


BLCTe)"] = {0,1 X727. 


Cela revient donc à se donner une application de R% x (T+)" dans {0, 1 }, et 
ceci pour chaque n > 0, donc à se donner une application de Ar, (ensemble 
des formules atomiques de Z) dans { 0, 1 }. Par suite : 


La donnée d’une réalisation canonique d’un langage est équivalente à la donnée 
d’une réalisation du calcul propositionnel construit sur les formules atomiques de P,. 
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LEMME. — Soit F(x:,.….,x,) une formule sans quantificateurs de &, (dont 
les variables libres sont x,,.…., x,) et soient t,,.…,t,, des termes de &. Pour 
que dans une réalisation canonique de on ait (ti, …, t,) € E, il fout et il suffit 
que la réalisation correspondante du calcul propositionnel construit sur At. satis- 
fasse Ft, .… fm). 


Le lemme est évident si Fest atomique. Il est clair que si F satisfait au lemme, 
— F y satisfait aussi. De même si F, G satisfont au lemme V FG y satisfait 
aussi : pour que (1, .…., 1) e VFG, il faut et il suffit que (r,,.…, f,) e F ou 
que (fi, 1m) € G, donc que F(#1, …, fn) Où Gt, .…, tn) Soit satisfaite par la 
réalisation du calcul propositionnel construit sur Af,, c’est-à-dire que 
tisse tm) V Gti, …, fn) SOit satisfaite par cette réalisation. 


THÉORÈME D'UNIFORMITÉ. — Soit F(x:,.…,x,) une formule sans quanti- 
ficateurs dont les variables libres sont X:,.…., x. Pour que 


Vs Vas. VX, Fri, Xn) 


soit un théorème, il faut et il suffit qu’il existe des termes til € TE 
du langage de F, tels que la formule : 


F3 2 tn) V FR es tn) VV FC 2 1m) 


soit un théorème du calcul propositionnel construit sur les formules atomiques 
de P(F). 


La condition est suffisante : supposons en effet que la formule 
Ft. t4) ve V F(tf, tx) 


soit un théorème du calcul propositionnel construit sur Af4çr Considérons 
une réalisation canonique quelconque de Z(F). Dans la réalisation correspon- 
dante du calcul propositionnel construit sur 4f,r, la formule précédente est 
satisfaite, donc par exemple F(t4, …, 13) est satisfaite. Le lemme montre alors 
que dans la réalisation canonique considérée on a (tl,…,teF. Par suite 
Vars ce VXm F1 Xm) est satisfaite. Cette formule purement existentielle 
étant satisfaite par toutes ses réalisations canoniques est un théorème. 

La condition est nécessaire : si Vx, …. Vx,, F(x:, …, x,,) est un théorème, 
elle est satisfaite par toutes ses réalisations canoniques. Donc pour toute réa- 
lisation canonique de Z(F), il existe des termes f:, …,t, de Z(F) tels que 
(ti, tn) € F. D’après le lemme il en résulte que pour toute réalisation du calcul 
propositionnel construit sur Afgçr, il existe des termes f1,.….,1, tels que 
Ft, .… tm) Soit satisfaite. Le deuxième énoncé (p. 8) du théorème de finitude 
du calcul propositionnel montre qu’il existe des termes #1, … 1E(1 & à < k) 
tels que 

FE, 12) Ve V F(t, …., 1h) 


soit un théorème du calcul propositionnel construit sur At  C.q.f. d. 
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D’après ce qui précède on a donc la méthode suivante pour vérifier qu’une 
formule À prénexe est un théorème : on forme À qui, étant purement existen- 
tielle, se met sous la forme Vx; … Vx,, F(x1, …, x,), où F est sans quantifica- 
teurs. Ii suffit alors d’essayer toutes les formules de la forme 


Ft, Hi) Ve VF, 1), 


où les 1, sont des termes de Z(F), jusqu’à ce qu’on tombe sur un théorème du 
calcul propositionnel construit sur Af-ç, (ce qu’il est facile de vérifier pour 
chaque formule considérée en un nombre fini d’essais, d’après la définition 
même d’un théorème du calcul propositionnel). À est un théorème si et seule- 
ment si cet événement se produit. 


THÉORÈME DE FINITUDE. — Pour qu'un ensemble & de formules closes ait 
un modèle, il faut et il suffit que tout sous-ensemble fini de & en ait un. 


Désignons par Z le langage de #. On peut évidemment supposer & consti- 
tué de formules prénexes. Soit alors & l'ensemble des À quand À décrit & 
(les symboles fonctionnels ajoutés à Z pour chaque À étant supposés tous 
distincts et non dans #). Comme À — A est un théorème il suffit de montrer 
que & a un modèle. 

Tout sous-ensemble fini de # a un modèle : en effet si { À ve À, } est un 
sous-ensemble fini de &, par hypothèse { 4,, …, 4, } a un modèle et on sait 
qu’on peut le prolonger en un modèle de { À, dis À, } (théorème, page 19). 
On est donc ramené à démontrer le théorème dans le cas où l’ensemble & est 
formé de formules prénexes purement universelles. 

Ecrivons chaque formule 4 de & sous la forme À = Ax; … Axy Aoxi; Xm) 
où À, est sans quantificateurs et soit &/ l’ensemble des formules Ao(fis cs ln) 
du calcul propositionnel construit sur Ar, quand 4 décrit & et que les #; 
décrivent Te. 

Tout sous-ensemble fini de &, ayant un modèle, a un modèle canonique. 
Il en résulte (lemme p. 21) que tout sous-ensemble fini de æ& a un modèle 
(au sens du calcul propositionnel). Donc que æ tout entier a un modèle (théo- 
rème de finitude pour le calcul propositionnel). C’est une conséquence immé- 
diate du lemme p. 21 que la réalisation canonique correspondant à ce modèle 
satisfait &. C. q.f. d. 


Notations. — Dans la suite on utilisera les notations suivantes : 


1° & et .' étant deux langages, Z L.' désignerale langage dont les symboles 
fonctionnels et relationnels sont ceux de et de Z”, S n .S' désignera le langage 
dont les symboles fonctionnels et relationnels sont ceux communs à Z et. 
L'; La L'signifiera que tous les symboles fonctionnels et relationnels qui 
sont dans Z sont aussi dans Z”’. On a par exemple Z(v AB) = Z(4)U Z(B). 
2° A,, …, À, étant des formules, la formule À, V + V 4, sera écrite 


n 


\K/ 4,, la formule 4, À + À 4, sera écrite /Y\ A. 


i=i i=1 
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LEMME D’INTERPOLATION. — Si À V B est un théorème, il existe une formule 
C telle que P(C) « (A) n F(B) et telle que À v Cet B V — C soient des 
théorèmes. 


On peut supposer À et B closes : en effet supposons le théorème démontré 
dans ce cas et soient A(z,, …, z,) et B(z:, …, z,) deux formules dont les varia- 
bles libres sont parmi z,,.…., z, et telles que A(z,, …, z4) V B(zi, …, z;) soit 
un théorème. Soient a,, …, a, k symboles de constantes (symboles fonction- 
nels à O variable) non dans &(4) L Z(B). Alors A(a;, …, &) V B(a1, …, @&) 
est un théorème. Par hypothèse il existe une formule D telle que 


P(D) € { (4) n F(B)} L (a, …, ay) 


et telle que A(a,, …, a) v D et B(a;, …, a) V — D soient des théorèmes. 
En désignant par C la formule obtenue en substituant Z,, …., z, à ai, …, @ 
dans D, on voit immédiatement que C satisfait au théorème pour A(z;, …, 4) 
et B(z:1, …, z5). 

À et B étant maintenant supposées closes, on peut les supposer purement 
existentielles. Supposons en effet le théorème démontré dans ce cas, et soient 
À, B deux formules prénexes telles que À V B soit un théorème. Formons À 
et À avec des symboles : fonctionnels distincts et non dans Z(4) U Z(B) (de 
façon que Z(4) n Z(®) = P(A) N Z(B). Comme À À et B— Ë sont 
des théorèmes ainsi que À v B, À v Ben est un aussi. D'où l'existence d’une 
formule C, telle que Z(C) = Z(4) n S(B) et telle que Â vCeæBv-cC 
soient des théorèmes. Or toute réalisation de (4) donc de Z(A v C) se pro- 


longe à LÀ ) de façon que À = À, donc de façon que 


AVC=AVC. 


Il en résulte que toute réalisation de Z(4) satisfait À V C qui est donc un 
théorème. De même B v — C'est un théorème. 

On peut donc supposer maintenant que À = Vx, … Vx,, H(x:,..,x.) et que 
B = Vy, ….. Vy,, K(ÿ1,..., Yn), H et K étant sans quantificateurs. Comme 4 v B 
est un théorème, d’après le théorème d’uniformité il existe des termes 1} et 
ui de Z(A4 V B) tels que si 


A= WE...) et  B, = W K(uïi,.…, ur), 
h k 


À; V B, soit un théorème du calcul propositionnel construit sur les formules 
atomiques de (A v B). D’après le lemme d’interpolation du calcul propo- 
sitionnel, il existe une formule C dont les variables propositionnelles sont 
communes à 4, et B, et telle que 4, v Cet B, v — C soient deux théorèmes 
du calcul propositionnel. 

Soient £,, …, €, les termes apparaissant dans les formules atomiques de C. 
On a donc C = C;(é:, …, €,) où C:(71, …, z,) est une formule dont les variables 
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libres sont z,, …, z,, sans symboles fonctionnels et dont les symboles relation- 
nels sont dans Z(4) n Z(B). 

Construisons par récurrence sur p une suite de formules sans quantificateurs 
C5 + Z1,), dont le langage soit contenu dans Z(4) n .Z(B), et pour chaque 
p une suite €?7, …, €? de termes de (4) U (B) de la façon suivante : 


Pour p = 1 la formule est C:(z:, …., z;) et la suite de termes Égs os Ëg SUP- 
posons la construction faite jusqu’au rang p de façon que l’on ait 
C = C,(E7,.….,8n). Choisissons un €? de longueur maximum qui commence 
par un symbole fonctionnel p € (A) n Z(B) (s'il existe un tel é”), On a 
alors, si par exemple &7, est ce terme : EE, = Pa + Mr OÙ Mis + Mr sont des 
termes de Z(4) U Z(B). On pose alors 


Ch (Zi .. Zi,+1) = Cf: es Zip 19 PZr, sé Z1,+r) 


et on définit la suite de termes au rang p + 1 comme étant ND 
Mis ces Mr 

Il est immédiat que quand p augmente d’une unité la somme des longueurs 
des termes de la suite diminue d’une unité. Il en résulte que la construction 
devient impossible au bout d’un nombre fini de pas. On a alors une formule 
M{z1 … Zç) et une suite de termes #1; .… fa tels que : C = M1, Na) 
le langage de M{z:, …, z,) est contenu dans (A) n Z(B) ; aucun des termes 
M1» M NE commence par un symbole fonctionnel de Z(4) n (B). 

Puisque 4, v Cet B, V — C sont des théorèmes du calcul propositionnel 
construit sur les formules atomiques de (4) U Z(B), le lemme (p. 21) montre 
que 


Vs ne VXn Has cs Xm) V M5 2 Na) 
et 
Vyi LL Vys K(y:; …… Ya) V Mn; .… Na) 


sont deux théorèmes. Supposons #1, …, fy TANBÉS PAT ordre de longueur non 
croissant (de façon qu'aucun d’eux ne puisse être un sous-terme de lun des 
suivants). 

Posons 


C= da, Zq Qu-1 Zg-1 “. Q: Z1 MG: “5 Za) , 


où Q, = Asin;, commence par un symbole de Z(B) (donc  é.Z(4)) et 
Q; = V si n; commence par un symbole o de (4) (donc  é Z(B)). On va 
voir que C est la formule cherchée. 

Il est d’abord immédiat que 


P(C) = L(A4)n Z(B) (car Z(M)c< (A) n (BB). 
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Supposons alors montré pour / < g que : 


AV Qi 2-1 ee Qi 21 Ms, 2-5 Mn, na) 


et 
B v 1 Qi Zyi 0: Z1 M(:; ee) 21-19 Mi fa) 


sont deux théorèmes. (Ce qui est vrai pour / = 1.) 
Posons 


U(zn) = Qi: 2-1 … Qi 21 Mis Zi 33 Zp Mitas fa) . 


Par hypothèse on a donc les deux théorèmes : 4 V U(n;); B v — U(ni). 
Supposons par exemple que 7, commence par un symbole 6 e &(B) et donc 
£ Z(4), et posons mn; = PT1, .…, Tr T1 .… 7, étant des termes de Z(4) U Z(B). 
On a à montrer que À V Az, U(z;) et B V Vz,— U(z;) sont deux théorèmes. 
C’est évident pour le second puisque B V — U(n,) est un théorème. 

On pose À V U(z;) = V(zs Ni41, ny), AVEC 


Ver Zi 45 0 29) = À V Qi Zi ee Qu 25 MZ Zi 4 Zp vs Ze). 


On a à montrer que Az, V{zy mix 13 … M4) est un théorème. C’est une consé- 
quence du lemme suivant : 


LEMME. — Soit V(z, 11, …, n,) une formule à une variable libre z, et soit @ 
un symbole fonctionnel qui n’est pas dans V(z, 21, …., z,). Soit n = @t1.….t, 
un terme commençant par @,au moins aussi long que n;1,.….,n,, différent de 
Missy et tel que V(n, 11, …., n,) soit un théorème. Alors AzV(z, 11, …, na) 
est un théorème. 


On peut se ramener au cas où V est purement existentielle, en la remplaçant 
au besoin par Ÿ : si V1: n1, ……, 14) est un théorème, V(n, Mis, na) en est un ; 
donc (en appliquant le lemme à cette formule existentielle) AzW{z, n;, …, na) 
en est un. Si a est un nouveau symbole de constante, V(a, N1> + M4) Qui est aussi 
CAZV(2, m1, …., n)]", est un théorème, et donc aussi AzV{z, m1, …, Na) 

On peut donc prendre 


VC nas cs ng) = Vars Vxs W(Z, 11, …, Nas X13 ss Xm) « 


Soit a un nouveau symbole de constante ; on a à montrer que Wa, 7, …, fa) 
est un théorème ; donc qu’elle est satisfaite par chaque réalisation canonique 
M. Soit M” la réalisation obtenue à partir de M, en changeant la valeur de @ 
au point (t:, …, t,), en posant q(t:, …, t,) = a au lieu de p(t1, ….,t,) = @tit, 
ce qui avait lieu dans la réalisation canonique M. La réalisation M satisfait 
PV N15 + M4) qui est un théorème. Les valeurs prises par #1, …, , sont les 
mêmes dans M et dans M (et sont m1, …, 7, eux-mêmes) puisque aucun d’eux 
ne contient #. Les valeurs prises par la formule W(z, z,, …, Zg» X19 + Xm) AANS 
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M et dans M sont les mêmes puisque cette formule ne contient pas  ; soit 
W cette valeur. Puisque M’ satisfait 


Vxu ee Vin Wn Nis es Na Kio es Xm) 
il existe des termes #1, …, f, tels que 
Gas ce M Ho 0 im) EW 
en effet M a pour ensemble de base l’ensemble des termes. Or 1 = 93; + Mg = Nas 
etn = a; donc 


(@, Mas ss Ma lis + MDEW, 


ce qui veut dire que W{a, m3, Mas lis ++ Îm) ESt satisfaite dans M, donc aussi 
V(a, 113 + Na) C. q.f. d. 


Dans l'exercice 7 nous donnons un exemple où la formule C est obtenue 
en suivant la démonstration ci-dessus. 


AUTRE ÉNONCÉ. — Si À — B est un théorème, il existe une formule C telle 
que P(C) « F(A) n P(B) et telle que À + Cet C — B soient des théorèmes. 
COROLLAIRE : THÉORÈME DE DÉFINISSABILITÉ. 


Soit 4 un ensemble de formules, R un symbole relationnel à n variables de 
P(A), 4’ l’ensemble des formules obtenues en substituant à R dans chaque 


x 


formule de s4 un symbole relationnel R' à n variables non dans Ÿ(s#). Alors si 
Rx, x, —> R'X1..X 


est conséquence de s# L sd’, il existe une formule F telle que P(F) « P( 4) 
et Ré S(F)et telle que (F ++ Rx, …, Xh) Soit conséquence de sd. 


En effet puisque (Rx, … x, — R' x, … x,) est conséquence de # L a'ilya 
un sous-ensemble fini #, « æ tel que (Rx: .…. x, > R’x; … X,) soit consé- 
quence de 7, U 41 (théorème de finitude). Si À est la conjonction des formules 
de 1, 


AAA —(Rx,.….x, + R'x;.….x,) 
est un théorème et, par conséquent, 
A A Rx1..x, — (4 — R'x1..x,) 


en est un aussi. D’après le lemme d’interpolation, il y a une formule F telle 
que Z(F) € (4) n (4) et telle que 


AARX x, + F et F—(4'- R'x;.….x,) 
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soient des théorèmes. Donc 
A (Rx ….x, Feet A —(F— R'x,..x,) 


sont des théorèmes. 
C. q.f. d. 


EXERCICES 


1. On donne le langage Z suivant : 


V. est l’ensemble { x, y } (deux éléments). 
F, est constitué par un seul symbole f à une seule variable. 
R& a deux éléments : U à une variable, R à 2 variables. 


On considère la réalisation suivante de Z : l’ensemble de base est R 
(ensemble des réels). La valeur prise par U est le segment [0, 1]. La 
valeur prise par R est R= {(x, y)eR? : x < y}. La valeur prise 
par f'est x —+ x? + 1. 

Quel est l’ensemble des termes de Z ? 

Les valeurs prises par les formules de Z peuvent être représentées 
comme sous-ensemble du plan R!*”. Quels sont les sous-ensembles 
du plan correspondant aux formules Ux ; Ufx ; VxUfx ; Rx, fy ; 
AxRy, fx ; AxRx, fy ; AXRX, fx ; Ay(Uy — Rfy, x). 


2. Donner une formule prénexe équivalente à 
Ax Vy AzAxyz = ÀAy VzByz (AERË; BeR?). 
3. On considère la formule F : Ax Vy Vz Au VuAx y z u v, où À est un 


symbole relationnel à 5 variables. Donner deux formules F et F satis- 
faisant aux théorèmes p. 19 et p. 20. 


Solution. — La méthode de démonstration des théorèmes considérés 
donne les deux formules Ê = Ax AuA(x, fx, gx, u, hxfxgxu) (où f, g 
sont des symboles fonctionnels à 1 variable et h un symbole fonc- 
tionnel à 4 variables) 


e F = Vy Vz VoA(a, y, z, oayz, v) 


(où a est un symbole fonctionnel à O variable et @ un symbole fonc- 
tionnel à 3 variables). 


4. Soit & un ensemble de formules de cardinal N > No. Montrer que si& 
a un modèle, pour tout cardinal N° > K il a un modèle de cardinal K’. 
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Solution. On forme ê (ensemble des F pour Fe &) à l’aide de symboles 
fonctionnels tous distincts et non dans P(E). Comme & a un modèle 
celui-ci s'étend en un modèle de ê. Ajoutons à Z(é) un ensemble C de 
symboles de constantes de cardinal N’. Comme € a un modèle il a un 
modèle canonique (pour ce nouveau langage) dont le cardinal est évidem- 
ment 7. L 


On appelle sous-réalisation d’une réalisation d’un langage Z, dont l’en- 
semble de base est E, une réalisation de .Z dont l’ensemble de base E' & E 
est tel que p(E"") & E” pour tout p € F3 : les valeurs des symboles fonc- 
tionnels et relationnels étant les restrictions à E’ de leurs valeurs dans la 
réalisation donnée. 

a) Montrer que si 6 est un ensemble de formules prénexes purement 
universelles toute sous-réalisation d’un modèle de & est un modèle de &. 

b) Montrer que si & est un ensemble de formules prénexes quelconques 
de cardinal N > Ko, qui a un modèle, il existe une sous-réalisation de ce 
modèle, dont l’ensemble de base est de cardinal < N, qui est un modèle 
de &#. 


Solution. — a) Soit F une formule sans quantificateurs, F la valeur 
qu’elle prend dans la réalisation de base E(F « EY#) et F la valeur qu’elle 
prend dans la _sous-réalisation de base E'(F  EV* c E"*). 

Alors onaF =FnE'"#; cestclair si F'est atomique, et, d’autre part, . 
si Fet G satisfont à cette égalité — Fet F v Gy satisfont aussi. Soit alors 
A = Axis Ax, F (F Sans quantificateurs) une formule de &. Elle est 
satisfaite par la réalisation de base E et par suite F = E'*. Donc 


F = EŸ# et par suite la formule À est aussi satisfaite dans la sous-réali- 
sation de base E”. 


b) On construit l'ensemble & à l’aide de symboles fonctionnels tous 
distincts et non dans (6), et on prolonge le modèle donné de & en un 
modèle de &. Soit E l’ensemble de base du modèle considéré, et soit T l’en- 
semble des termes de L(). Il est immédiat que le cardinal de T'est < N. 

On considère un élément quelconque mais fixé, soit 6, de EV*. On en 
déduit une application + — 1 de T dans E (telle que x = ô(x) pour chaque 
variable x, et telle que pour @ € Fe) On ait 


Dies tn = Ps 20e fn) » 


où æ est la valeur prise par @ dans le modèle de & considéré). Soit E' 
l’image de T par cette application. Il est évident que E' est de cardinal 
< N, et que si p est un symbole fonctionnel à n variables de LZ@) et si 
Au, 4 € E’, alors p(a;, …, a) e E'. Il en résulte qu’il y a une sous- 
réalisation du modèle considéré de base E”. D’après a) cette sous-réalisa- 


tion satisfait & et par suite elle satisfait &. 


6. 
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a) R étant un symbole relationnel à 2 variables montrer en utilisant la 
méthode p. 22 que la formule Ax Vy Az (Rxy V — Rxz) est un théo- 
rème. 


b) Donner un exemple de formule sans quantificateur A(y) telle que 
VyA(y) soit un théorème, mais telle qu'aucune formule A(f) n’en soit un 
quand ft décrit l’ensemble des termes du langage de À. 


c) Donner un exemple de formule sans quantificateur A(x, y, z) telle 
que Ax Vy Az A(x, y, 2) soit un théorème mais telle que pour aucune suite 
1,(x), …, £,(x) de termes du langage de À ayant x comme seule variable la 
formule A(x, f(x), z) v :+ V A(x, 1,(x), z) n’en soit un. 


Solution. — a) Il est immédiat que cette formule est un théorème : en 
effet c’est la clôture de VyRxy V Az — Rxz qui est de la forme À V — 4, 
Si F = Ax Vy Az(Rxy v — Rxz), on a F = Vy [R(, y) v — R(a, @y)], où 
a est un symbole de constante, et o un symbole fonctionnel à une seule 
variable. Le théorème d’uniformité affirme l'existence de termes f,, …, #} 
formés avec a, o et des variables tels que : 


[R«a, t1) V — R(a, pt:)] VV [R(a, tx) V — R(a, ptx)] 


soit un théorème du calcul propositionnel. Il est immédiat qu’on peut 
prendre t, = a;t, = a. On obtient la formule 


R(a, a) V — R(a, ga) V R(a, pa) V — R(a, ppa) 
qui est évidemment un théorème du calcul propositionnel. 


b) Posons A(y) = R(a, y) v — R(a, py). On vient de voir que VyA(y) 
est un théorème. Or si pour un terme f du langage de A(y), 


R(a, t) V — R(a, of) 


était un théorème ce serait aussi un théorème du calcul propositionnel 
construit avec p = R(a,t) et q = R(a, of) ce qui est manifestement faux. 


c) Posons A(x, y, z) = Rxy V — Rxz.Ona vu que Ax Vy AzA(Xx, y, z) 
est un théorème. Or il est immédiat que A(x, f(x), z) V ++ V A(x, 1,(x) 2) 
équivaut à — Rxz V Rx, t(x)) v + V Rx, 1,(x)), qui ne peut être 
un théorème du calcul propositionnel si aucun des f(x) n’est égal à z. 


On considère une formule F et on construit F et F à l’aide de symboles 
fonctionnels distincts. Montrer que F- F est un théorème. Quelle est 
la formule d’interpolation ? On pose F = Ax Vy AzA(x, fy, z) où À est 
un symbole relationnel à 3 variables et f un symbole fonctionnel à une 
variable. Retrouver la formule d’interpolation pour F- F en suivant 
la démonstration du lemme d’interpolation. 
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Solution. — On a montré que F-FeF- À sont des théorèmes. 
Il en résulte que F — F en est un aussi. D’autre part comme F et F ont 
été formées à l’aide de symboles fonctionnels distincts on a 


2) € ZP)n LÀ). 


Donc F est une formule d’interpolation. 
Si F = Ax Vy AzA(X, fy, 2), on a 


F=nxAzAGfex,2) et À = VyA(,fy, ÿay), 


où a, p et ÿ sont des symboles fonctionnels à 0,1 et 2 variables respecti- 


Pa 


vement. On a donc le théorème — F Vv soit 


Vx Vz — AG, fox, 2) v VyA(o, fy, Way) 


qu’on peut écrire pour suivre la démonstration du lemme d’interpolation 
sous la forme Vx VzH(x, z) v VyKO). 

On vérifie immédiatement que H! (a, Ya, pa)) V K(o) est un théorème 
du calcul propositionnel (il s'écrit sous la forme — © v €, où 
CG = A(a, foa, Yapa). La formule d’interpolation pour le calcul propo- 
sitionnel est C. 

On écrit C = CE, … En), la formule C(z:, …, z,) du texte étant ici 
Az, Z2 Z3 AVEC &1 = ©, E, = fou, Es = Vapa. On choisit le plus long 
ë; (ici £,) commençant par un symbole fonctionnel commun àÊæ&ær 
et on pose 


C1 22 Z3) = CG f22 Z3) = A(Z:15 /22 Z3). 


On a alors €? = «; E2 = pa; £3 = ÿapa et la suite des C, s'arrête là. La 
formule M{z:, …, z,) du texte est donc ici A(z1, /72; Z3) etonan3— 4; 
m2 = a; 11 = Vapa. La formule d’interpolation cherchée est donc 


C = Q:;z1 Q222 O3 73 A(Z1 22 Z3)» 


avec Q, = A (car 7, commence par ÿye LZ®)), Q, = V (car n, commence 
par pE 0) et Q; = A (car 7; commence par « € LÉ). La formule 
cherchée est donc Az1 Vz2 Az Az: fz2 23) qui est équivalente à 
F = Ax Vy AzA(, fÿ, 2). On retrouve donc la même formule d’interpo- 


lation. 


On dit qu’une formule À est conséquence d’un ensemble & de formules 
si toute réalisation qui satisfait & satisfait aussi À. 


a) Montrer que pour que A soit conséquence d’un ensemble fini 
{ A1, …, À, }il faut et il suffit que A4 À … À An + À soit un théorème. 
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b) Montrer que pour que À soit conséquence d’un ensemble # il 
faut et il suffit qu’elle soit conséquence d’un sous-ensemble fini de &. 

c) Un ensemble & est dit indépendant si aucune formule de & n’est 
conséquence des autres. Montrer que pour que & soit indépendant il 
faut et il suffit que tout sous-ensemble fini de & le soit. 

d) Montrer que pour tout ensemble & fini il y a un sous-ensemble 


indépendant équivalent, et que pour tout ensemble & dénombrable il 
existe un ensemble indépendant équivalent. 


Solution. — Démonstrations semblables à celles déjà faites dans le 
cas du calcul propositionnel. 
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Résumé 


On considère maintenant, parmi les langages étudiés dans le chapitre 
précédent, ceux qui contiennent le symbole = ; et on ne considère que 
les réalisations dans lesquelles = représente l'identité. On verra que 
l'étude de ces réalisations particulières (égalitaires) peut être réduite 
à la théorie générale du chapitre précédent. Il faut noter que, lorsqu'on 
impose une réalisation déterminée à un symbole de relation donné, la 
classe de réalisations ainsi obtenue possède en général une théorie assez 
différente, cf. les w-modèles du chapitre 7. 

Le principal résultat donné dans le texte consiste en un ensemble 
commode de conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une réalisation 
donnée soit plongeable dans un modèle d’un ensemble donné de for- 
mules. Ces conditions conservent d’ailleurs une signification dans le 
cas sans égalité. Comme conséquence intéressante, on obtient un résul- 
tat général sur les « lois symétrisables » au sens de Bourbaki, et des 
conditions purement algébriques, c’est-à-dire du premier ordre, qui 
équivalent à l’existence d’une relation d’ordre compatible avec une 
structure donnée (exercice 6). 

Le résultat sur les plongements constitue un cas particulier d’un résul- 
tat général sur l’équivalence entre certains axiomes dits du second ordre 
(ou d’ordre supérieur) et certains ensembles d’axiomes du premier ordre 
(chapitre 7 où on étudie la notion d’«axiomes du second ordre »). 
L'exercice 5 fournit un axiome du second ordre qui est équivalent à un 
ensemble infini d’axiomes du premier ordre (appartenant au même 
langage que l’axiome considéré), mais n’est équivalent à aucun ensemble 
fini de tels axiomes, ce qui établit l'existence d’ensembles infinis de 
formules du premier ordre qui sont construits à partir d’un nombre fini 
de symboles de relations mais ne sont équivalents à aucun de leurs 
sous-ensembles finis. 

Les exercices 1 et 2 établissent, pour les systèmes d’axiomes du pre- 
mier ordre, certaines propriétés fondamentales de non-catégoricité 
(même vis-à-vis des réalisations égalitaires). En gros, ni la notion d’ensem- 
ble fini, ni celle d'ensemble dénombrable, ni celle de l’ensemble des 
nombres naturels (N muni de la relation de successeur), ne peut être 
caractérisée au moyen de formules du premier ordre. On montrera dans 
le chapitre 7 que les caractérisations habituelles de ces notions (carac- 
térisations dues à Dedekind et Peano) peuvent être mises sous une forme 
du second ordre, ce qui montre qu’il y a des conditions du second ordre 
qui ne sont équivalentes (au sens d’avoir la même classe de réalisations) 
à aucun ensemble de formules du premier ordre. 
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Un langage Z est dit égalitaire si R2 et si on a choisi un élément E 
de R2£ (appelé symbole d’égalité). - 

Une réalisation du langage égalitaire Z, sur l’ensemble de base U sera dite 
égalitaire si dans cette réalisation E est la diagonale de U? (ensemble des (x, x) 
pour x e U). 

Une formule À de Z sera appelée théorème du calcul des prédicats avec 
égalité si dans toute réalisation égalitaire de Z on a A = U"Y= (où U est l’en- 
semble de base de la réalisation), c’est-à-dire si toute réalisation égalitaire de Z 
satisfait À. 

Etant donné un langage égalitaire Z nous désignerons par #4 l’ensemble 
des formules suivantes, appelées axiomes de l'égalité pour le langage ? : 


1) AxExx. 
2) Pour chaque P € R2 (y compris P = E): 


Axy Aa ve An A Va ee AYACEX: Yi At A Ex; y À Pxi x, Py:.… y,]l. 
3) Pour chaque @ € F2 : 
AX ee AXy A Yi ee AVLEX: 1 A A EX, ÿn + EX: Xn DYi … 1]: 


Il est clair que chaque formule de &. est un théorème égalitaire. 
Soit M une réalisation de .Z qui satisfasse &.. Elle satisfait donc les formules 


AxExx et  Ax; Ax2 Aÿi AY2LEx: Ji À Ex2 Ya À Ex; x2 + Eyi y2], 


ce qui montre que E (valeur prise par E dans cette réalisation) est le graphe 
d’une relation d’équivalence sur l’ensemble de base U de SM. D’après les 
formules 2) de €, pour chaque P e KR, P est saturé vis-à-vis de la relation 
d'équivalence Æ (c’est-à-dire, si (a,, … a,)e P et si a, — b,,.…., a, + b, par la 
relation E alors (b,, …, b,) € P). Désignons alors par M la réalisation égalitaire 
suivante de Z : l’ensemble de base est U’ = UJE (quotient de U par la relation 
d’équivalence E). Pour chaque P € R?, la valeur P prise par P dans M’ est 
P = PJE. Pour chaque ® e F2, la valeur prise par p est définie par passage 
au quotient à partir de æ (ce qui est possible puisque D? satisfait les formules 3) 
de &4 qui montrent que p est compatible avec la relation d'équivalence E). 


LEMME. — Pour chaque formule À de ?, À (valeur prise par À dans la réa- 
lisation M) est saturée vis-à-vis de la relation d'équivalence Eeton a À = A[E. 

Par récurrence sur la longueur de À : c’est immédiat si À est atomique ou si 
A = — Bou vBC, Bet C étant: supposées satisfaire au lemme (on a alors 
À = CB par exemple et 4 = (B; comme B est saturée 0B l’est aussi et 
6B = GB/E). 

Si À = VxB, B satisfaisant au lemme, soient x, x1, …, x, les variables libres 
de B. À est (au produit près par UŸ* 7 (*t #1) l’ensemble des 


(ai, .…. a,) € Ut*: .. Xn} 
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tels qu'il existe un a e U tel que (a, a,, …, a,) € B. Or si 
di © Ass A © 


suivant la relation EÆ, comme B est saturée par hypothèse, on a (a, a, …., a) € B 
et par suite (a1,…, a’) € À ce qui montre que À est aussi saturé. À 
est l’ensemble des (x, …, «,) € U'{x1 2) tels qu’il existe « e U” tel que 
(x, &1, …, a) e B. Soient a, a,, …, a, des éléments de U, dont les classes suivant 
E sont «, 1, …, &,. Puisque B satisfait au lemme, (a, a,, …, 4,) € B donc 


(a, …, a) e À et par suite A = AE. C. q. f. d. 


THÉORÈME : Pour qu’un ensemble s4 de formules de $ ait un modèle égalitaire, 
il faut et il suffit que (& >, «#) ait un modèle. 


La condition est évidemment nécessaire, toute formule de #4 étant un 
théorème égalitaire. 

Inversement si (#2, «{) a un modèle M, dans la réalisation égalitaire M” 
déduite de Wt comme ci-dessus on a À = A/E pour toute formule 4. La réa- 
lisation M satisfaisant chaque formule À de æ, la réalisation M’ satisfait 
aussi chaque formule À de &. C. q.f. d. 


COROLLAIRE 1. — Tout ensemble dénombrable «#4 de formules de qui a 
un modèle égalitaire, a un modèle égalitaire dénombrable ou fini. 


Car és) est aussi dénombrable, donc (8 ça )a un modèle dénombrable. 
L'ensemble de base du modèle égalitaire de «7 déduit de ce modèle est le quotient 
de l’ensemble de base de ce modèle par une relation d’équivalence (voir plus 
haut). Il en résulte qu’il est dénombrable ou fini. 


COROLLAIRE 2. — Pour qu’une formule À soit un théorème égalitaire, il faut 
et il suffit qu’elle soit conséquence de & 44). 


La condition est évidemment suffisante. Elle est nécessaire car si À est un 
théorème égalitaire, — À n’a pas de modèle égalitaire, donc d’après le théorème 
précédent (#4), —1 4) n’a pas de modèle du tout, ce qui montre que À est 
conséquence de & (4) 


THÉORÈME DE FINITUDE. — Pour qu'un ensemble s4 de formules de & ait 
un modèle égalitaire, il faut et il suffit que tout sous-ensemble fini de s4 en ait un. 


La condition est évidemment nécessaire. Elle est suffisante car alors tout 
sous-ensemble fini de (8, 7) a un modèle, donc (#4, 4) a un modèle et par 
suite «7 a un modèle égalitaire. 


LEMME D’INTERPOLATION. — Si À — B est un théorème égalitaire, il existe 
une formule C telle que P(C) = F(A) n P(B) et telle que A+ Cet C-B 
soient des théorèmes égalitaires. 
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Par abus de langage désignons aussi par &4, la conjonction des formules 
de &yç4 (qui sont en nombre fini). Par hypothèse À — B est conséquence 
de &oca À Es (d’après le corollaire ci-dessus). Donc 


Egça) À Êe«) — (4 — B) 
est un théorème et par suite aussi 
Egca À À — (Ezç8 — B). 
D’après le lemme d’interpolation il y a une formule C telle que 
P(C) = P(A) n L(B) 
et telle que Focay À À — Cet C + (&zm — B) soient des théorèmes. 


Donc &ç4 > (4 — C) et #8) > (C — B) sont des théorèmes ce qui montre 
que 4 — C'et C — B sont des théorèmes égalitaires. (Cf. Ex. 4 du Ch. 5). 


THÉORÈME DE DÉFINISSABILITÉ I. — Soient À une formule, R un symbole 
relationnel à n variables de (A), A' la formule obtenue en substituant à R dans 
À un symbole relationnel R' à n variables non dans (4). Alors si 


AAA (Rx x, — R'Xx1..X5) 
est un théorème égalitaire, il y a une formule F, telle que (F) = Z(A)etRé F(F) 
telle que À — (F++ Rx; … x,) soit un théorème égalitaire. 
Même démonstration que plus haut à partir du lemme d’interpolation. 


THÉORÈME DE DÉFINISSABILITÉ II. — Soient À une formule, @ un symbole 
fonctionnel à n variables de (A), A' la formule obtenue en substituant à dans 
À, un symbole fonctionnel à n variables ç' non dans (4). Alors si 

AAA (px... x, = D X1 ee Xy) 


est un théorème égalitaire, il y a une formule F de Z(A) telle que o € (F) et 
telle que A (Fe y = pxi1.… X,) soit un théorème égalitaire. 
(Dans l'énoncé de ce théorème on a écrit # = v au lieu de Euv.) 

Car AAZA'A(yY = px1.….x,) — (y = p'x;.…x,) est un théorème éga- 
litaire. Donc À À (y = px1.… x,) + (4 — y = p’Xx1.….x,) en est un aussi. 
D'où le résultat cherché en appliquant le lemme d’interpolation à cette formule. 


On a encore les théorèmes suivants qui sont des conséquences immédiates 
de leurs analogues au chapitre précédent : 


THÉORÈME. — Pour toute formule prénexe F il existe une formule prénexe F 
purement universelle et une formule prénexe F purement existentielle telles que : 

a) Ê = FetF— À soient deux théorèmes égalitaires. 

b) Toute réalisation de Z(F) se prolonge à #(F) et à P(F) de façon que 
F=ferF=. 
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THÉORÈME D’UNIFORMITÉ. — Pour que la formule Vx, …. Vx,A(x, …., Xn) 

(4 étant sans quantificateurs) soit un théorème égalitaire, il faut et il suffit qu’il 
k 

existe des termes ti, …., th,(1 < i< k) tels que la formule \W/ Ati, …, tÀ) soit 


i= 1 
conséquence (au sens du calcul propositionnel construit sur les formules atomiques 
de P(A)) de l’ensemble suivant : 


1) Pour chaque terme te S(A4),1t = t. 
2) Pour chaque symbole relationnel P à n variables de (A) et chaque 
(is, 5) € (Ta) et (5, …., 1) € (Tec) : 
h=tAAG=tAPH ti, > Pt. 
3) Pour chaque symbole fonctionnel o à n variables de (A) et chaque 
(it) et Gi, 1) € (Tec) : 
h=tAsAt=t opt .t, = ptit. 


Il suffit d'appliquer le théorème d’uniformité à la formule — E ga) Ÿ À. 


Extensions d’une réalisation, 


Etant donnée une réalisation M du langage Z, d’ensemble de base U, on 
appelle extension de M, toute réalisation M’ de & satisfaisant aux conditions 
suivantes : 


a) L'ensemble de base U’ de M’ contient U. _ 

b) Pour chaque symbole relationnel R de Z, à n variables si Ret R sont les 
valeurs qu’il prend dans M et M’ on a R = Rn U". : 

c) Pour chaque symbole fonctionnel @ de Z à n variables, si @ et @ sont les 


valeurs qu’il prend dans Y et M’, p est la restriction de m à U”. 


LEMME. — Si M est une extension de M, pour toute formule F de $ sans 
quantificateur, si F et F sont les valeurs qu’elle prend dans M et M, on a 


F=FnuU’r. 

Par récurrence sur la longueur de F. Si F est atomique on a F = Rt, ….t,. 
Soient x, …, x, les variables de F. Fest l’ensemble des (a,, …, a) e Ut*2:%*) 
tels que (#,, …, #,)e R = R n U". Commesur Ut*--#)onat, = 1,(1<i<n), 
on a bien Ê = Fn Ut*-%*}, D'autre part il est clair que si F et G satisfont 


au lemme — Fet V FG y satisfont aussi (= F = ÊF; VFG=FU G). 
C. q. f. d. 


THÉORÈME. — Si ME est une extension de M toute formule close purement 
universelle de satisfaite dans MW l’est aussi dans M. 
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Car si Axis … Ax A(X:, …, x,) est satisfaite dans M’, À étant sans quanti- 
ficateurs, la valeur de À dans M’ est U’”*, donc sa valeur dans M est UV* 
d’après le lemme. Par suite À est satisfaite dans M. 

Dans la suite de ce chapitre les langages et les réalisations considérés sont 
toujours supposés égalitaires. 

Etant donnée une réalisation Ÿt d’un langage égalitaire Z, d’ensemble de 
base U, on appelle diagramme de M l’ensemble Dm des formules suivantes du 
langage Z’ obtenu en ajoutant à les éléments de U comme symboles de 
constantes (on suppose U n F% = $): 


a) pour chaque R e R? et pour chaque (a,, …, a,) € U” la formule Ra; … a, 
ou — Ra, … a, suivant que (a;, …, a) e Rou(a;,…,a)£R; 

b) pour chaque pe F% et pour chaque (a, a, …, a) € U"*1, la formule 
a = Qi, …. AQOUG Æ PA; … 4, Suivant que a = Pa, …, 4)oua  P(a,.…., 4) 
dans M. En particulier Dy contient pour tout couple (a, b) de U 2 la formule 
a = b ou a # b suivant qu’on a effectivement a = b ou a # b. 


THÉORÈME. — Pour qu'une réalisation M de L soit une extension de M 
(à un isomorphisme près), il faut et il suffit que M s’étende à P' de façon à satis- 
faire Dm. 


En effet pour que IN ait une sous-réalisation isomorphe à M, il faut et il 
suffit qu’il existe une application bi-univoque de U dans U” compatible avec 
les valeurs des symboles relationnels et fonctionnels de dans les deux réa- 
lisations. Or se donner une telle application revient à étendre M’ à Z' de 
façon à satisfaire Dm. 


THÉORÈME DE PLONGEMENT. — Pour qu’une réalisation M d’un langage Po 
ait une extension qui soit un modèle d’un ensemble donné s4 de formules d’un 
langage S;, il faut et il suffit que IR satisfasse toutes les formules purement 
universelles de ,, qui sont conséquences de a. 


La condition est évidemment nécessaire : en effet si Pt’ est une extension de 
M, M satisfait toutes les formules purement universelles satisfaites par M. 

Inversement, s’il n’existe aucune extension de M qui satisfasse %, l’ensemble 
(4, Dm) est contradictoire d’après le théorème précédent. Par suite il existe 
un sous-ensemble fini À de Du tel que (x, 4) soit contradictoire (théorème de 
finitude). U désignant l’ensemble de base de M, soient 41, …, a, les éléments 
de U apparaissant dans 4 et soit F(a,, …, a,) la conjonction des formules de 4, 
Ex, …, X,) étant une formule sans quantificateurs de ,. Il est clair F(a;,…, a,) 
est satisfaite par M si on pose 4, = 41, …, 4, = @,. Il en résulte que 


Vx,. Vx, FX Xi) 


est satisfaite dans M. Or (.æ, F(a:,…, a;)) est contradictoire, donc — F(a:, …,a,) 
est conséquence de 37. Comme 4,, …, a, sont des symboles de constantes non 
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dans Z,, donc n’apparaissant pas dans a, Ax; … Ax, — Fi, Xn) est 
conséquence de «7. On a donc trouvé une formule purement universelle de Fo 
conséquence de «7 et non satisfaite par M. C. q. f. d. 


Application. — On prend le langage 7, constitué par un seul symbole 
fonctionnel à 2 variables : x(xxy étant noté xy). Il existe un ensemble & 
(évidemment dénombrable) de formules closes purement universelles de :, 
tel que, pour qu’un monoïde se plonge dans un groupe, il faut et il suffit qu'il 
satisfasse SZ. 


En effet un monoïde M est une réalisation de Z,. Si on désigne par 
l’ensemble des formules suivantes du langage Z, constitué par : x (symbole 
fonctionnel à 2 variables), -! (symbole fonctionnel à 1 variable), e (symbole 
de constante) : 


A A7 Az[x(y2) = (xy)z]; Axfx.e = e.x = x]; Ax[x.x7! = e], 
le théorème précédent donne l’existence de l’ensemble Z. 
Remarque. — Une des formules de & est la règle de simplification : 
Ax A7 Au Aoluxv = uyv — x = y]. 


Cette formule suffit si le monoïde M est commutatif. | 

Etant donnée une réalisation M d’un langage Z, d’ensemble de base E, 
pour qu’un sous-ensemble F de E soit l’ensemble de base d’une sous-réalisation 
M’ de M, il faut et il suffit que pour tout symbole fonctionnel g à n variables de 
Z, et pour tout élément (a, …, a,) de F”, q(a;, …, a,) soit dans F (@ étant la 
valeur prise par @ dans la réalisation M). Il est clair que toute intersection de 
sous-ensembles de Æ ayant cette propriété la possède aussi. On peut donc 
donner la définition suivante : 

Pour tout sous-ensemble M de E, la sous-réalisation M' de M engendrée par 
M est par définition la sous-réalisation dont l’ensemble de base est le plus petit 
sous-ensemble de E contenant M et ayant la propriété ci-dessus. Le théorème 
suivant généralise les exercices 3 et 4 du chapitre 1. 


THÉORÈME. — Pour qu’une réalisation M d’un langage PQ ait une extension 
qui soit un modèle d’un ensemble donné s4 de formules d'un langage P, il faut 
et il suffit que toute sous-réalisation de M engendrée par un ensemble fini ait une 
telle extension. 


IL est clair que la condition est nécessaire, une extension de M étant évidem- 
ment une extension de chaque sous-réalisation de M. 

Inversement soit # l’ensemble des formules purement universelles de Z, 
qui sont conséquences de 7. D’après le théorème de plongement, si M n’a pas 
d’extension qui soit un modèle de &, il y a une formule de Z que Pi ne satisfait 
pas ; soit F = Ax; … Ax, G(x1, …, x) cette formule, G(x:, …, x) étant sans 
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quantificateurs. Soit G la valeur prise par G dans M. Il existe donc 4,, a, e E 

(ensemble de base de M) tels que (a,, …, a,) & G. Soit M la sous-réalisation 

de M engendrée par a,,…, a, E' son ensemble de base et G la valeur prise 

par G dans M’. Comme G est sans quantificateurs on a G=GnE'trv-"2 

Par suite (a, …, @) & G et M’ ne satisfait pas F. Il en résulte que M?’ n’a pas 

d'extension satisfaisant .&. G. q.f. d. 
D’autres exemples d’application sont donnés er exercice. 


EXERCICES 


Dans ces exercices le symbole d’égalité sera noté — (et non E) et = xy sera 
écrit x = y. 


1. Deux réalisations Pt et M’ d’ensembles de base U et U” d’un langage Z 
sont dites isomorphes s’il existe une bijection de U sur U” soit o telle que: 


pour tout Re R£ on ait R = p(R) 


(où R est la valeur de R dans la réalisation Yf et R sa valeur dans M) 
pour tout fe Fz on ait f = p(f). 


Un ensemble æ de formules de Z est dit catégorique vis-à-vis d’une 
classe de’ réalisations de Z si tous les modèles de æ tirés de cette classe 
sont isomorphes. 


a) Montrer que si un ensemble æ de formules est catégorique vis-à-vis 
de la classe de toutes les réalisations de , il n’a pas de modèle (on dit 
qu’il est contradictoire). 


b) Montrer que si æ est catégorique vis-à-vis de la classe des réalisa- 
tions égalitaires, tout modèle égalitaire de «7 a un nombre fini (évidem- 
ment fixe) d’éléments. 


Solution. — a) Soit 7 un ensemble de formules ayant un modèle. Si 
N est le cardinal de ce modèle, on va voir que a aussi un modèle de car- 
dinal N’ > N ce qui montre que. n’est pas catégorique. Pour cela formons 
À (ensemble des Â pour À € sf) à l’aide de symboles fonctionnels distincts 


non dans Z(æ#). Soit ’ le langage obtenu en ajoutant à Z(Â) un ensem- 
ble de symboles de constantes de cardinal S” > K. & ayant un modèle, ä 
en a un aussi, donc .’ a un modèle canonique vis-à-vis de Z” (c’est-à- 
dire dont l’ensemble de base est T4). Ce modèle a un cardinal N° > K” 
donc N'> K. 
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b) Soit # un ensemble de formules du langage égalitaire Z, ayant un 
modèle égalitaire infini de cardinal K. On va voir que æ a un modèle 
égalitaire de cardinal > K. Pour cela ajoutons à Z(<7) un ensemble C 
de symboles de constantes de cardinal > K et soit 3 l’ensemble des for- 
mules obtenues en ajoutant à 7 toutes les formules a # b pour 4, b 
éléments distincts de C. Il est clair que tout sous-ensemble fini de 4 
a un modèle égalitaire (le modèle donné de & puisque celui-ci est infini). 
Donc Æ tout entier a un modèle égalitaire. Celui-ci a évidemment un 
cardinal > à celui de € donc > K. 


On considère le langage égalitaire Z suivant : le seul symbole relationnel 
de & est = ; un symbole de constante : 0 ; un symbole fonctionnel à 1 
variable : s (lire « successeur ») ; deux symboles fonctionnels à 2 variables 
+ et x. Etant donnés deux termes tet#”, +11’ et xtt’ seront notés f + f” 
et t x 1’. On appelle réalisation standard de #, la réalisation égalitaire 
de & dans laquelle l’ensemble de base est N (ensemble des entiers > 0) 
et où les symboles 0, s, +, x, prennent leurs valeurs naturelles sur N 
de 0, successeur, addition, multiplication. 
On considère l’ensemble &7 des formules suivantes de Z : 


Ax(sx # 0):  Ax Ay(sx = sy x = y);  Ax Vy(x = 0 v x = sp). 
Ax(x + 0= x);  Ax Ay(s(x + y) = x + sp). 
Ax(x x 0 = 0);  Ax Ayfx X sy = x X y + x). 


ECO EE EE ES 


a) Montrer que la réalisation standard de est -un-mrodèle égalitaire 
de (le modèle standard de 7) et que tout modèle égalitaire de æ a 
comme sous-modèle le modèle standard (à un isomorphisme près). Les 
éléments de ce sous-modèle (c’est-à-dire les valeurs prises par les termes 
0, 50, ss0....) sont appelés nombres naturels du modèle. 

b) Montrer que pour tout ensemble Z de formules de Z contenant 4 
et possédant un modèle, il n’y a aucune formule A(x) de à une seule 
variable libre dont la valeur dans fout modèle de Z soit l’ensemble des 
nombres naturels de ce modèle. 

c) Déduire de b) que pour tout ensemble dénombrable 4 de formules de 
Z contenant (qui a un modèle) il existe des modèles égalitaires dénom- 
brables non standards (en particulier que & n’est pas catégorique vis-à- 
vis de la classe des modèles égalitaires dénombrables). 

d) [Amélioration de b)]. Le système d’axiomes dit « arithmétique du 
premier ordre » est obtenu en ajoutant à æ l’ensemble (dénombrable) 
des formules suivantes : pour chaque formule A(x) de Z ayant les varia- 
bles libres x, x1, …, x, on ajoute la formule : 


Axis … Axf(4(O) À AxTAG) — A(sx)]) — Ax A(x)]. 


KREISEL et KRIVINE. — Logique mathématique 
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L'ensemble de ces formules représente le principe de récurrence appli- 
qué aux propriétés définissables en langage Z. Montrer que pour toute 
formule A(x) de & à une seule variable libre et pour tout modèle M 
non standard des axiomes de l’arithmétique du premier ordre la valeur 
A(x) prise par A(x) dans M n’est pas l’ensemble des nombres naturels de M. 


Solution. — a) Le fait que la réalisation standard satisfait 7 est évi- 
dent. Inversement si Pt est un modèle égalitaire de «7 les 3 premières 
formules de & entraînent que les valeurs prises dans M par les termes de 
la forme s”" 0 forment un ensemble isomorphe à N par l'application s"0 — n 
sur lequel 0 et s ont leur valeur naturelle. Les autres formules de 7 entraî- 
nent immédiatement que + et x ont leur valeur d’addition et de multi- 
plication sur cet ensemble. Cet ensemble qui est un sous-ensemble de M 


clos par s, +, x est un sous-modèle de M. 

b) Ajoutons un symbole de constante a à # et considérons l’ensemble 
des formules A(a), a £ 0, a # 50, …,a Z s"O pour n = 1,2, …, où A(x) 
est une formule de Z à une variable libre. Si la valeur prise par A(x) 
dans tout modèle de Z est l’ensemble des nombres naturels, chaque sous- 
ensemble fini de cet ensemble de formules a un modèle qui satisfait Z 
(il suffit de donner comme valeur à a un nombre naturel assez grand). 
Donc l’ensemble tout entier en a unet, dans ce modèle de Z, A(x) est satis- 
faite par un élément (valeur de a) qui n’est pas un nombre naturel. 

c) Prenons pour A(x) dans b) la formule x = x. Le modèle égalitaire 
qu’on définit ainsi contient le modèle standard comme sous-modèle 
strict (puisque la valeur prise par a est différente de tous les nombres 
naturels d’après U) et ne lui est pas isomorphe. 

d) Si — A) est l’ensemble vide, A(x) contient des éléments non stan- 
dards puisque M est non standard par hypothèse. Si — A(x) n’est pas 
vide, comme 


(4) À AyLAG) — A(s»)1) — AxA(G) 
équivaut à 
Ax[— 46 — (— 40) v VyE- 46») À 46)))1; 


ou bien 0 & A(x), ou bien il existe un y non standard € A(x) ou bien il 
existe un nombre naturel y de M tel que y € A(X) et sy # A(x). Dans cha- 
cun de ces-cas, A(x) n’est pas l’ensemble des nombres naturels de M. 

On voit donc pourquoi les axiomes de Peano sont catégoriques tandis que 
les axiomes de l’arithmétique du premier ordre ne le sont pas. Les axiomes 
de Peano exigent que le principe de récurrence puisse être appliqué à 
toute propriété des éléments de base de la réalisation (de 7) considérée, 
en particulier à la propriété d’être un nombre naturel de cette réalisation ; 
or cette dernière propriété n’est définissable au moyen du langage dans 
aucune réalisation de Z à l’exception de la réalisation standard. 
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3. On considère le langage Z suivant : le seul symbole relationnel est = ; 
deux symboles de constantes 0, 1 ; deux symboles fonctionnels à deux 
variables +, x. Montrer que pour toute formule À de Z qui est satisfaite 
dans tous les corps commutatifs de caractéristique 0, il y a un entier N 
tel que À soit satisfaite dans tous les corps commutatifs de caractéristique 
p > N. 


Solution. — Désignons par C l’ensemble des formules suivantes de Z : 


AxAyATx+G+2=(x+Y+7];  AxAy AzLx(y2) = (xy}z] ; 


AX AVG +y=7+ x); Ax Aylxy = yx]; 

Ax(x + 0 = x); AxEx.l = x]; 

Ax Vy[x + y = 0]; Ax Vylx = 0 vxy = 1]; 
Ax Ay Az[x(y + 2) = xy + xzl; 140. 


Il est clair que les modèles égalitaires de C sont les corps commutatifs. 
Désignons par F, la formule 1 + ++ + 1 = 0, où 1 est répété p fois. 
Il est clair que tout modèle égalitaire de l’ensemble (C, — F3, …, —1F,, ….) 
p parcourant l’ensemble des nombres premiers est un corps de caracté- 
ristique 0. Il en résulte que si une formule À de .Z est vraie dans tout corps 
de caractéristique 0 elle est conséquence de (C, —1 F2, …., —F,, …). 
Par suite elle est conséquence d’un sous-ensemble fini(C, — F2, .…, — Fp) 
et elle est donc satisfaite dans tout corps de caractéristique p > P. 
C. q.f. d. 


4. (Théorème de Steinitz). On considère un corps commutatif K. Montrer 
qu’il existe un sur-corps L de X dans lequel tout polynôme à coefficients 
dans K se décompose en facteurs du premier degré. En déduire l’existence 
de la clôture algébrique de K. 


Solution. — On considère le langage Z de l’exercice 3. Le corps K 
est une réalisation de Z dont nous désignerons le diagramme par D4. 
Il est clair que tout modèle égalitaire de (C, Dx) (où C est l’ensemble de 
formules défini à l’exercice 3) est un sur-corps de K. 

Pour chaque polynôme P(x) = 49 + 4 x + + a: AE LE 
coefficients dans K on considère la formule suivante du langage 7” (dans 
lequel'est exprimé le diagramme de K) : 


Varie Vxlao + + as x + x = (x + x). (x + x,)]. 


Désignons par & l’ensemble de ces formules. Pour tout sous-ensemble fini 
4, de 4 on sait que(C, Dx, #9) a un modèle égalitaire : on sait en effet 
construire une extension de K (de dimension finie sur K) dans laquelle un 
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polynôme à coefficients dans K (donc aussi un ensemble fini de tels poly- 
nômes) se décompose en facteurs du premier degré. Il en résulte que tout 
sous-ensemble fini de (C, Dx, #4) a un modèle égalitaire. Par suite 
(C, Dx, 4) a un modèle égalitaire, qui est une extension L de K dans 
laquelle tout polynôme à coefficients dans K se décompose en facteurs 
de premier degré. En désignant par @ le sous-corps de Z formé des 
éléments algébriques sur Æ on voit immédiatement que @ est la clôture 
algébrique de K. 


On considère le langage Z, constitué par un symbole relationnel P à 
2 variables. Montrer qu’il existe un ensemble U de formules purement 
universelles de Z, dont la satisfaction est nécessaire et suffisante pour 
que P puisse être plongé dans un ordre. Donner un tel ensemble U et 
montrer qu’il n’équivaut à aucun sous-ensemble fini de conséquences 
de U. Montrer que la satisfaction de U est nécessaire et suffisante pour 
que P puisse être plongé dans un ordre total. 


Solution. — Considérons dans le langage Z, constitué par deux sym- 
boles relationnels à 2 variables : P et < lensemble «7 des formules 
suivantes : 


Ax AylPxy — x < yl; Axlx < xl; 
Ax Aylx <yAY<2—x= pl]; 
Ax Ay Az <YAY<z—-x<7Z]. 


Pour qu’une réalisation M de Z, se plonge dans un modèle de s, il faut 
et il suffit qu’elle satisfasse l’ensemble U des conséquences purement 
universelles de & ne contenant pas < (théorème de plongement). Or 
il est clair que c’est une condition nécessaire et suffisante pour que la valeur 
P de P dans M puisse être plongée dans un ordre. Il est immédiat que U 
contient l’ensemble des formules suivantes : 


F, = Axis AX[Pxi x À Pxi xs AA Pxs-i xs À Pxs Xi — 
sx = M =" =xX,l] pour n > 1. 
On va voir inversement que dans toute réalisation JM qui satisfait 


l’ensemble des F,, P peut être plongé dans un ordre total, ou encore que 
Pt a une extension qui satisfait 


{ a, Ax Alix < y v y < x]}. 


Il suffit pour cela de le montrer pour chaque sous-réalisation M’ de 
M engendrée par un ensemble fini c’est-à-dire pour chaque sous-réali- 
sation de M dont l’ensemble de base est fini. Pour cela on opère par 
récurrence sur le nombre k d’éléments de E’ ensemble de base de M. 
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Soient 41, …, a, les éléments de E”. Il existe un (1 < i < k) tel que, pour 
tout j # i, (a;, a;)& P : sinon on a une SUITE 4, Mas cs ps vec d’entiers 
compris entre 1 et Æ tels que 


(a, An) E pi (Gus An) € P ; .…., (a, A,+1) € P, ..., 


ce qui contredit certainement une des F,. 

On peut supposer que a, a cette propriété. Comme E” = (a;,,.…., az) 
a k — 1 éléments, P se plonge dans un ordre total sur E” (hypothèse 
de récurrence) ; il suffit de poser 4, > 4; ; 4, > 43; ; 4x > Ay-; POUT 
plonger P dans un ordre total sur E”. 

Sur l’ensemble { 1, 2, n } considérons la relation P dont les élé- 
ments sont (1, 2), (2, 3), …, (n — 1, n), (n, 1). Il est immédiat qu’on a 
ainsi un modèle de (F,, F2, …, F,-1, — F,) ce qui montre que l’ensemble 
des F, n’équivaut à aucun de ses sous-ensembles finis, donc à aucun 
ensemble fini de conséquences d’après le théorème de finitude. 


a) On considère le langage Z, constitué par un seul symbole fonction- 
nel à 2 variables : x. Montrer qu’il existe un ensemble U de formules 
closes purement universelles de , telles que, pour qu’un groupe puisse 
être totalement ordonné, il faut et il suffit qu’il satisfasse U. Donner un 
tel ensemble dans le cas d’un groupe commutatif. 

b) Même question pour un corps, le langage Z, étant constitué par : 
deux symboles fonctionnels : +, x à 2 variables ; un symbole de cons- 
tante : O. 

Solution. — Conséquences faciles du théorème de plongement. Les 
ensembles cherchés sont, pour un groupe commutatif : 


AxAyl"=y x= 7] 
pour n > 1 (groupe sans torsion) et pour un corps commutatif : 
Ac nu AXxT + + x =0x == x, = 0] 


pour n > 1 (corps réel). 


Soit S un langage égalitaire contenant un symbole relationnel R à 2 
variables, différent de = ; montrer qu’il est impossible de trouver un 
ensemble 7 de formules de ayant un modèle égalitaire infini, tel 
que dans tout modèle égalitaire de 7 la valeur de R soit un bon ordre 
sur l’ensemble de base. 


Solution. — Soit « un ensemble de formules de Z, Wt un modèle 
infini de «7 d'ensemble de base E, tel que la valeur R de R dans ce modèle 
soit un bon ordre sur E ; E contient donc une suite infinie strictement 
croissante 4, Es se, Em … Donc (é;, 6,.,)e R et &; # É;41. Ajoutons 
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à 4 une suite infinie de symboles de constante a,, a, …, a,, … Pour 
chaque entier n l’ensemble 


(a ; Ra a Aa a; Rasa Aa; Æa;…; Ra, a, Aa, # 4,1) 


a un modèle : le modèle M, avec a, = &,; a = Ë,_1:.….; a, = Ex 
I1 en résulte (théorème de finitude) que l’ensemble 


C2 


(4 ; Rad A a) ÉQ1;.….3; RA, Qi À A À A1 3.) 


a un modèle. Dans ce modèle les valeurs de a,, …, a,, … forment une 
suite infinie strictement décroissante, et par suite la valeur de R n'est 
pas un bon ordre. 


(Existence de modèles libres). Soient Z un langage égalitaire et «7 un 
ensemble de formules closes de de la forme 


Ax … AX(A: À + À 4,) — B] 


(m pouvant être nul), où les 4, (1 < i < m) et B sont des formules atomi- 
ques. 

a) Montrer que .æ est satisfait par la réalisation suivante de  : son 
ensemble de base est le quotient de T; (ensemble des termes de 7) par la 
relation d'équivalence { + 1’ 1 = t' est une conséquence de  ; la classe 
d'équivalence du terme t de Z sera désignée par [f]. Pour chaque symbole 
fonctionnel f à n variables de Z, sa valeur f est définie par 


FL QUE [e,)) = Lfti .… t] . 


Pour chaque symbole relationnel R à n variables de Z, sa valeur R est 
définie par ([r:1, …, [r,]) e R <> Rt; … 1, est conséquence de «. 


b) En déduire que si C1, C, sont des formules atomiques et si 
Cv ve, 
est conséquence de , l’une des C,; est conséquence de «7. 


Solution. — a) Les axiomes de légalité pour le langage ont aussi la 
forme Ax, … Ax,[(41 À + À 4,) = BT|, avec m = 1 ou m = 2. Soient 
alors f1, …., ?, des termes de Z ; si ([s,1, …, [,])e 4; (1 & i < m), chaque 
formule A(:, .…., ,) est conséquence de æ, et donc aussi Br, …., 1,); 
donc ([#:], …, [f,1) € B. 

b) Chaque C; a la forme R;(f:, …, t,,) où R; est un symbole relationnel 
de Z, et f, …, 1, des termes de Z. Puisque €; v + v C, est conséquence 
de «, elle est satisfaite dans la réalisation étudiée au a), et donc une des 
C; est satisfaite par cette réalisation. Mais cela veut dire que cette formule 
C; est conséquence de +. 
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Résumé 


La théorie générale donnée dans les chapitres précédents va être 
appliquée à des systèmes axiomatiques possédant la propriété suivante : 
toute formule (appartenant au langage du système axiomatique consi- 
déré) est équivalente à une formule sans quantificateurs. Les exemples 
donnés dans le texte portent sur : certains groupes commutatifs discrè- 
tement (et totalement) ordonnés ; les corps algébriquement fermés ; les 
corps réels fermés ; les anneaux booléens «séparables ». Comme consé- 
quences importantes de cette propriété, on obtient : 1° une caractérisation 
complète de toutes les relations qui sont explicitement définissables dans 
le système axiomatique considéré ; 2° (souvent) la saturation. Parmi 
les applications utiles du 2°, on a : dans le cas des corps algébriquement 
fermés, le « Nullstellensatz » de Hilbert (exercice 6); et, dans le cas des 
corps réels fermés, le théorème d’Artin sur la représentation des formes 
positives (exercice 4). 

On indiquera (p. 48) une condition simple, portant sur les modèles, qui 
peut souvent être utilisée pour démontrer l’impossibilité d’une élimi- 
nation des quantificateurs (exercices 1 et 2) même pour les systèmes 
axiomatiques saturés ; on trouvera une espèce de réciproque de cette 
condition dans le chapitre 6 (exercice 1). L’exercice 5 fournit une appli- 
cation algébrique, obtenue en combinant le 1° avec le théorème sur la 
définissabilité donné dans le précédent chapitre. 

L'exercice 3 indique une méthode pour démontrer la saturation de cer- 
tains systèmes axiomatiques sans utiliser l’élimination des quantifica- 
teurs (en faisant intervenir, à la place, certaines considérations de nature 
plus nettement algébrique). Pour l'emploi, dans ce genre de question, de 
la méthode plus générale des ultraproduits, cf. Kochen, Annals of Math. 
(2), 74 (1961) et Keiïsler [Proc. Kon. Ned. Akad. Wet., 64, 1961)], et ses 
applications aux corps p-adiques cf. Ax-Kochen [ Amer. J. Math., 87 
(1965)] (On trouvera un traitement qui utilise la méthode de l’exercice 1, 
du chapitre 6 à la place des ultraproduits, dans leur article récent 
[Annals of Math. (2), 83 (1966)]1.) 

Les résultats de ce chapitre ne sont utilisés dans la suite que dans 
quelques contre-exemples. 


Tous les langages et toutes les réalisations étudiés dans ce chapitre sont 
supposés égalitaires. 

On considère un langage Z et un ensemble «7 de formules de Z. On dit 
que 7 permet l'élimination des quantificateurs dans une formule F de & s’il 
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existe une formule F’ de Z sans quantificateurs telle que F + F' soit consé- 
quence de & (telle que dans tout modèle égalitaire de «7 on ait F = F). On 
dit que permet l'élimination des quantificateurs dans Z s’il permet l’éli- 
mination des quantificateurs dans toute formule de Z. 

Il est clair (par récurrence sur le nombre de quantificateurs de la formule F 
supposée prénexe) qu'il suffit pour cela que æ permette l'élimination des 
quantificateurs dans toute formule de la forme VxH, où H est sans quantifi- 
cateurs. D’après le théorème p. 7 du calcul propositionnel, chaque formule H 
sans quantificateurs équivaut à une formule de la forme H, V +: v H,, où H, 
est lui-même de la forme &, À -+ À «,, chaque « étant soit une formule ato- 
mique de , soit la négation d’une telle formule. Comme Vx[H, v + v H,] 
équivaut à (VxAÆ,) v ++ v (VxH,) on a le théorème suivant : 


THÉORÈME. — Pour qu'un ensemble 4 permette l'élimination des quantifi- 
cateurs dans , il faut et il suffit qu’il permette l'élimination des quantificateurs 
dans toute formule de £ de la forme Vx[a; À + À «,] où chaque à, est une 
formule atomique de Z ou la négation d’une telle formule. 


Un ensemble «7 de formules est dit saturé dans Z, si pour toute formule 
close F de ?, F ou — Fest conséquence de æ. 


THÉORÈME. — Si æ permet l'élimination des quantificateurs dans #, et si 
Dm est le diagramme d’un modèle M de 4, (4, Dm) est saturé (pour son 
langage ”), 


Remarquons d’abord que si «7 permet l’élimination des quantificateurs 
dans ?, il la permet aussi dans tout langage 7’ obtenu en ajoutant à Z un 
ensemble C de symboles de constantes. Car si F est une formule de Z’, soit 
F, la formule de Z obtenue en substituant à chaque a e C qui apparaît dans 
F une variable x n’apparaissant pas dans F et distincte pour chaque 4. On a 
une formule sans quantificateurs F; équivalente à F, et la substitution inverse 
donne une formule sans quantificateurs équivalente à F. 

Soit alors F une formule close de .Z”. Si elle est satisfaite dans le modèle I, 
on a F = EŸ*# (E étant l’ensemble de base de M). On sait que tout modèle de Dm 
est une extension M de M. Considérons un modèle M de (æ, Dm). Dans M 
et M qui sont des modèles de &7, F équivaut à une formule sans quantificateurs. 
D’après le lemme, (p. 37) si Fest la valeur de F dans M’ on a 


F=FnE'"*=E"*, 


Il en résulte que Fest non vide. F étant close, M’ satisfait donc F. Par suite F 

est conséquence de (2, Dan) si elle est satisfaite par M. Comme pour toute 

formule F close, soit F, soit — Fest satisfaite par M le théorème est démontré. 
Le reste du chapitre est consacré à l'étude de quelques cas particuliers. 


À. ÉLIMINATION DES QUANTIFICATEURS 49 


I. — Ordres denses avec premier et dernier élément. 


On considère le langage Z suivant : 2 symboles de constante 0, 1 ; 2 symboles 
relationnels à 2 variables : < ; =. 
On considère l’ensemble & des formules suivantes : 


AX — (x < x); Ax Ap Azfx <YAY<z—Xx< 2); 


AxXAYR=YVX<YVY< X) (axiomes de relation 
d’ordre total) 
Ax Ay Vz(x <y—x<zAz<}) (axiome de densité) 


Ax(x = 0 v 0 < x); Ax(x = 1 v x < 1) (axiomes du 1° et du 


ÿ + dernier élément). 


On veut montrer que «7 permet l’élimination des quantificateurs dans Z. 
Pour cela on prend une formule de la forme Vx[æ, À - À «,] où chaque « 
est soit une formule atomique de Z, soit sa négation. On a donc pour « les 
possibilités : 4 <t,5t1= to; —1(ti <t); ti Æt2 (où fr, et r, sont des 
termes de Z, ici 0, 1, ou une variable). 

D'après #4, — (1, < #,) équivaut à (f, < #1) V t, = 1, et 1 # t, équivaut 
àt, <t, V th < t,. En utilisant le fait que 4 À (B v C) équivaut à (4 À B) 
v (4 À C) et que Vx(A v B) équivaut à (VxA) v (VxB) on est ramené à 
éliminer les quantificateurs dans une formule de la forme Vx(æ; À *+ À «,), 
où « est de la forme f, <f, et fi = tt. 

On opère par récurrence sur r. Pour r = 1 la formule est Vx(r, < t,) ou 
Vx(t, = t,), où ft. et r, sont 0, 1 ou une variable. L’élimination est immédiate, 
Supposons l'élimination effectuée au rang r — 1 et considérons la formule 
Vx(æ; À ‘+ À a). Remarquons que chaque x; doit contenir x. Sinon, si par 
exemple «, ne le contient pas, la formule équivaut à &;, À Vx(æ; À ** À «,) 
et on est ramené au rang r — 1. Par suite la formule s’écrit 


Vxfx < HA AX< AU <XA "A 
AUE<XAX=EUATUAXE= Ur), 


où les £, u, v sont des termes qu’on peut supposer différents de x (si par exemple 

t, est x la formule équivaut à L ; si v, est x on est ramené au rang r — 1). 
Si k > 1, la formule équivaut à : 

[fi <ti A Vxfx < ti AX <13 A)] V 


Vi <t) A Vxx<t; AXx<1t3 A) 


et on est ramené au rang r — 1. 
De même si 7> 1. 
Si k = 1 = 1 la formule s’écrit 


Vx(x <HAW<XAX=U AT AXE=Lr) 
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qui, pour m 0, équivaut à 
Gi = 0 =" = 0») À (Gi < vi < ti) 
et pour m = 0 à w, < f,. Pour k = 0 la formule est 
Vu <XAX=U AT AXE Ux) 


qui, pour m = 0, équivaut à #, # 1. De même pour / = 0 Ia formule équivaut 
àt, 0. C q.f. d. 


Le lecteur pourra étudier de même les ordres denses avec premier mais 
sans dernier élément (supprimer la constante 1 et ajouter l’axiome Ax Vy(x < y) 
avec dernier mais sans premier élément, et sans premier ni dernier élément. 

Remarquons que la formule sans quantificateurs équivalente à 


Vx(a À" A a,) 


contient les mêmes variables que cette formule sauf x. Il en résulte que 
pour toute formule close F la formule sans quantificateurs associée ne contient 
pas de variables. Les variables propositionnelles sont donc 0 < 1, 0 = 1 et 
1 < 0 qui sont respectivement équivalentes à T, L et L. Il en résulte que F 
est équivalente soit à T soit, à L, c’est-à-dire que l’ensemble 4 ci-dessus est 
saturé pour son langage ©. 


II. — Ordre discret sans premier ni dernier élément. 


Le langage Z est constitué par : un symbole fonctionnel à une variable : s (lire 
« successeur ») ; un symbole relationnel à 2 variables : < (sans compter =). 
Les termes de Z sont donc de la forme s?x (s répété p fois, suivi d’une 
variable x). 

On considère l’ensemble «7 des formules suivantes : 


a) axiomes d’ordre total (voir ci-dessus) ; 
b) Ax Ay(x < yep = sx V sx < p); Ax Vy(x = sy). 


Pour montrer que æ permet d’éliminer les quantificateurs on se ramène 
comme ci-dessus à une formule de la forme Vxfæ, À - À «,] où chaque « 
est de la former, < f,ouf, = t,, c’est-à-dire sP1x, < sP2x, ou sPix; — 572x,. 
On opère par récurrence sur r. Comme ci-dessus on voit immédiatement que 
x, ou x, doit être x. Si tous les deux sont x, un des x est du type s?1x = sP2x 
ou sP1x < sP2x et équivaut à s71x" = 5P2x ou à sP1x" < s5P2x", avec x # x", 
ce qui ramène au rang r — I. 

Pour simplifier l'écriture, les formules sx < x, et sPx = x, seront écrites 
x<s Px;,etx = s ?x,. Les formules sx < s71x, et sPx = sP:x, sont 
alors toujours équivalentes à x < 5717? x, et à x = sP7P1 x;. La formule don- 
née s’écrit donc : 


Vx(x << AT AX< AU <XA TT A 
AU<XAXE=UATAXE=U,,), 


où les f, u, v sont de la forme s?y avec p € Z. 


4,  ÉLIMINATION DES QUANTIFICATEURS 51 


Si k ou l'est > 1 on passe au rang r — 1 comme dans le cas précédent. On 
est donc ramené à 


Vx(x <H AW <XAX=DA TAXE OU»), 


qui se traite de façon analogue au cas précédent. De même on montre que # 
est saturé pour le langage ©. 


III. — Certains groupes commutatifs totalement ordonnés discrets. 


Le langage Z est le suivant : 2 symboles de constante : 0, 1 ; un symbole 
fonctionnel à 1 variable : — ; un symbole fonctionnel à 2 variables : + ; un 
symbole relationnel à 1 variable : > 0. 

Les termes 1 + ++ + 1 et r + + + (1 et s répétés p fois, où # est un terme) 
seront notés p et pt. Le terme { + (— r”) sera noté r — 1’. On considère l’en- 
semble des formules suivantes : 


a) Ax Ay Az[Gx + y) +2= x + (y +2]; Ax AyGx +7 = y + x); 
Ax(x + 0 = x); Ax(x — x = 0) 


(axiomes de groupe commutatif). 


b) Ax AY >O0AyY>0-—x+7y> 0); 
Ax—(x>0A—x> 0); Ax(x = 0 v x > 0 v — x > 0) 


(ordre total compatible avec la loi du groupe). 
c) Axx > 0mx=ivx—1> 0) (ordre discret). 


Il est immédiat (par récurrence sur la longueur de f) que pour tout terme # 
de Z il existe des entiers a, …, a, be Z et des variables x,,…, x, tels que 
t= aix + +04, x, + b soit conséquence de æ (en fait seulement des 
axiomes de groupe commutatif). 

On peut montrer (voir exercice 2) que l’ensemble & des formules ci-dessus 
ne permet pas d'élimination des quantificateurs dans Z. Soit Z’ le langage 
obtenu en ajoutant à Z’ pour chaque entier » > 1 le symbole relationnel à 
1 variable : n | (lire « n divise. ») et soit æ7’ l’ensemble des formules obtenues 
en ajoutant à 7 les formules suivantes : 


d) Ax[n|x + Vy(x = ny)] (pour chaque n > 1), 
e) Axfnixvnix+iv-vnalx+n—- 1] (pour chaque n > 1). 


Il est clair que tout modèle de 7 (c’est-à-dire tout groupe commutatif 
ordonné discret) est aussi un modèle de d) (plus exactement, on peut pour 
chaque modèle de & choisir la valeur de n | d’une façon et d’une seule de façon 
à satisfaire d)). Par contre e) n’est pas conséquence de (a, b, c, d). On peut 
montrer (exercice 2) que (a, b, c, d) ne permet pas l'élimination des quantifi- 
cateurs dans Z’. On va voir par contre que (a, b, c, d, e) = 4’ la permet. 
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On considère pour cela une formule F de Z’ de la forme Vx(o; À + À &), 
où «, est une formule atomique de Z’ ou sa négation, donc est de l’une des 
formes suivantes : , — f, (qui équivaut, d’après 7, à r = Oavect = 1, —t;); 
t£20:1>0; —(t> 0); n|t; —(n|r). 

Remarquons que 1 # O équivaut (d’après 7”) à 1 > 0 v —1> 0, que 
— (1 > 0) équivaut à s = 0 V — #1 > O et que — (n| f) équivaut à 

nlt+1v:-vnlit+n—1 (d’après e). 
Il en résulte qu’on peut supposer x; de l’une des formes suivantes : 
t=0,1>0,nlr. 


Ecrivons chaque terme # sous la forme px + t’avecp e Z, t’ étant un terme 
qui ne contient pas la variable x. Pour plus de clarté la formule #, — 1, > 0 
sera aussi écrite #, > 2. 

La formule F prend alors la forme : 


VX x A TT ARXD> TR AGX = U AT A GX TU A 
AMmInX-U A A NnllnX — Un) 


où les p, g,re Z et les f, u, v sont des termes ne contenant pas x. Remarquons 
que d’après &7 la formule n, | r, x — v, équivaut à : 


mlrnaixamin)v minix+iaminm+l)vev 


V'fmirixtm-lamin +m-1). 


En faisant cette substitution dans F (et en utilisant le fait que À À (B v C) 
équivaut à (4 À B) v (4 À C)) on est ramené à étudier une formule de la 
même forme que F mais où v,, …, v, sont des entiers (positifs, négatifs, ou 
nuls). 

Posons 


h=ipil+ +Iml+lgl+ +1 
+nte +Hnntlrl+e +lr 


On va opérer par récurrence sur h, que nous appellerons le rang de F. On 
suppose donc l'élimination effectuée pour toutes les formules de rang < h — 1. 
Si k > 2, F équivaut à : 


[pti > pit À VXpix > ADsX> ta AI 
VÎnit>pit AVxprx>BApx>t3 A") 


et on est ramené à 2 formules de rang < h — 1. 
Si / > 2 remarquons que g; X = U1 À Q2 X = u, équivaut à 


diX = U1 À (42 — q4i)X = U2 —u;. 
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En supposant |[g,| <|g|, on a 


Igil+1qi-qil<1qil+lql. 


Par suite cette substitution ramène à une formule de rang < k — 1. 
Si k = 1et/ = 1 la formule F s'écrit : 


Vx(px >tAgx=uUARNlrX 0 A’ À NmllmX — Um) 
Elle équivaut à 
pu >gtAgluAgnilriu-vig A" À Qhnlrmu — Um; 


qui est sans quantificateur. 

Si k = 0 et / = 1 on a la même formule sans quantificateur, en supprimant 
pu > qt A. 

Supposons alors k = 1et/ = O(le cas où & = Det / = O se traitant de même). 
F s'écrit 


Vx(px > tAnNilrX — 0 A A NylflmX — Un) 


Si l’un des n, par exemple n, s'écrit n, = nn’, n et n' étant premiers entre eux, 
i 1 1 » 
nilrix—v équivaut à 


nirx-vanl|rix-v. 


Comme n + n’ < n, on est ramené au rang k — 1. Il en résulte qu’on peut 
supposer tous les n, de la forme pf' où p; est premier. 

Soient alors a,, …, a les entiers de l'intervalle [0, n, — 1] qui sont tels que 
nilri di — vis nilr: @ — v1 (s'il en existe). La formule n; lrix — 0 
équivaut (comme on le vérifie facilement) à : 


nilx—-a ve Vh;}x—a,. 


En effectuant cette substitution dans F on est ramené à k formules de rang 
h — 1. 
Il en résulte qu’on peut supposer r, =". =" =r, = 1 et F s'écrit : 


Vx(px>tAmIx-u A" AN,IX — 0). 


Si n; =D, n, = p°? avec p1 < p, par exemple, 7, | x — vi A m2 Lx — D 
équivaut à n,|v, — v, À n,1x — v,. On peut donc supposer les n; de la 
forme p?", les p, étant des nombres premiers distincts ; m,, …, n,, étant premiers 
entre eux deux à deux, on sait qu’il existe un entier # et un seul de l’intervalle 
[0,n,m..n, — 1} tel que 


nilu-0;…;n lu —v,. 
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Il en résulte que F est équivalente à T : en effet en supposant par exemple 
p>0, pour 1>0, x=u+n…n,t satisfait 


PR>tAmMmIX-U A AN,IX—- 0, 


et pour £ < 0, x = u la satisfait aussi. C. q. f. d. 

Comme ci-dessus on voit que si F est une formule close, la forfnule F’ sans 
quantificateurs qui lui est équivalente n’a pas de variables libres. Les formules 
atomiques sont donc =0;1>0;n}f, où f est un terme de ” sans varia- 
bles, c’est-à-dire un entier de Z. Par suite chacune de ces formules atomiques 
équivaut à T ou à L, donc aussi F” et par suite aussi F, ce qui montre que «ÿ” 
est saturé pour P’. 


IV. — Corps algébriquement clos. 


Le langage .Z est le suivant : 2 symboles de constante : 0, 1 ; un symbole 
fonctionnel à 1 variable : — ; 2 symboles fonctionnels à 2 variables : + et x. 
Aucun symbole relationnel (sauf =). L'ensemble 7 est formé des formules 
suivantes : 

a) Ax Ap Az[Gx +») +2 = x + (y + 2)]; Ax AyG + y = y + x); 

Ax(x + 0 = x); Ax[x + (— x) = 0] 
(axiomes de groupe commutatif pour +). 

b) Ax Ay Az[ x») z = x(2)] ; Ax Ay(xy = px); Axx.l = x); 

Ax Vy(x = 0 v xy = 1); Ax Ay AZxO +2) = xy +xz]; 0 #1. 
Il est clair que tout modèle de a), b) est un corps commutatif et que pour tout 
terme t de il existe un polynôme p(x,, …, x,) à coefficients dans Z tel que 
t = p(x;,.…, X,) soit conséquence de a), b). (Le terme 1 + 1 +:++1 
(1 répété p fois) étant noté p, et le terme r x - x 1 (t répété p fois) étant 
noté #?). 

c) Pour chaque # > 1 la formule : 


AXo An ne Ans VX(Xo + Xi x + X2 7 + + x, AT 4 x = 0). 
Il est clair que les modèles de 7 = (a, b, c) sont les corps algébriquement clos. 
On va voir que 7 permet l'élimination des quantificateurs dans Z. 


LEMME. — Soient p{x, .…, xx, x) et q(x1, …, X3, X) deux termes de Ÿ (c’est-à- 
dire deux polynômes à coefficients dans Z). Alors il existe une formule F de ?, 
sans quantificateurs, telle que dans tout modèle de (a, b) (corps commutatif K) 


F soit l’ensemble des (£,, …, €.) e K' tels que p{£,, …, &,, x) divise q(ë;, …, Ex, X). 
Posons 


pG)= a +ax+ +a,x" et gx) = bo + bix +: + b,x", 


où les 4; et b; sont des polynômes en x,, …., x, à coefficients dans Z. On opère 
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par récurrence sur m + n. I est clair que pour m + n = 0 la formule F cher- 
chée est a, Æ 0 v b, = 0. 

Si ñn < m, par hypothèse il y a une formule F correspondant au couple de 
polynômes p, = ap + a x + +a,_, x"7! et qg(x). La formule cherchée 
est alors 


(a, <0Ab = b, =: = b, = 0) v (a, = 0 À F). 
Pour n > m posons 
Pi = do+ax + +an-i x" 3; qi = am q(x) — b, x" " px) 


(g, est de degré < n). Par hypothèse il existe une formule F correspondant 
au couple p,, g et une formule G correspondant au couple p, g,. Alors la for- 
mule cherchée est : 


(a, = 0 À F) v (a, # 0 À G). C. q.f. d. 
Considérons alors une formule F de Z de la forme 
Vxæs À‘ À y), 


où chaque « ‘est une formule atomique de Z ou sa négation, donc est de la 
forme #, = r, ou f, # 1. Chaque « équivaut donc à une formule de la forme 
t= Oout £ O(oùr = 1, — 1,). D'autre part comme 


UAÉVCAÉAOA At ZOO 
équivaut à f, {2 … t, Æ O on voit que la formule F s'écrit 
Vxfts =0At =O0A At, = 0 AtZÆ O0). 


Chaque t; est un polynôme en x (dont les coefficients sont des polynômes 
en d’autres variables à coefficients dans Z) dont nous écrirons le terme de 
plus haut degré a, x". Il est clair qu’on peut supposer chaque n, 0 : si par 
exemple n, = 0, F équivaut à 


= 0 A Vx(t = 04: At =0AtZÆO). 


On opère par récurrence sur la somme des n;. Si & > 2, supposons par 
exemple 7, > ñn, et posons 


tH=at —-a x" "pt et (= t — ax"; 
1: est donc de degré < n, et r, de degré < n,. La formule F équivaut à : 
[ai = 0 À Vxt = OAI =O0A + AG=O0AtTZÆO)] V 
via #0A VX =0At=0A AG=0AtZO0)] 


et on est ramené à 2 formules de rang inférieur (le rang d’une formule étant 
ici la somme des n;). 
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Sik = 1 la formule F s'écrit Vx(r, = 0 À { Æ 0). On sait que dans tout corps 
algébriquement clos K, étant donnés deux polynômes p(x) et g(x) à coefficients 
dans K à 1 variable, pour qu'il existe un x tel que p(x) = 0 et q(x) Æ 0 il faut 
et il suffit que p ne divise pas g" pour n assez grand, par exemple n — degré 
de p. Par suite si G est la formule sans quantificateur associée d’après le 
lemme au couple fr, 1" (n étant le degré en x du polynôme t,), la formule F 
équivaut à — G (c’est-à-dire a la même valeur que — G dans tout corps algé- 
briquement clos). 

Si k = O la formule F s'écrit Vx(r # 0). Posons f = 49 + 43 x + ** + dx". 
Comme tout corps algébriquement clos est infini, et que tout polynôme à une 
variable n’a qu’un nombre fini de racines sauf s’il est = 0, on voit que Féqui- 
vaut à 


a£#0vasr0v- va,#f0. C. q.f. d. 


On voit comme ci-dessus que toute formule close de Z équivaut à une 
formule sans quantificateurs dont les formules atomiques sont de la forme 
t = 0 (où ne contient pas de variables), donc n = 0 avec ne N. Orn = 0 
ou n # O n’est pas conséquence de & pour n > 1 (car il existe des corps algé- 
briquement clos de caractéristique p, pour p = 0 ou p premier). Il en résulte 
que «7 n’est pas saturé mais qu’il le devient si on lui ajoute une des formules 
p = 0 pour p premier (corps algébriquement clos de caractéristique p) ou 
l’ensemble des formules p # 0 pour p premier (corps algébriquement clos de 
caractéristique nulle). 


APPLICATION : THÉORÈME. — Si les polynômes p;, …, px en les variables 
Xi, X, à coefficients dans un corps K ont un zéro commun dans une extension 
L de K ils ont un zéro commun algébrique sur K. 


En effet soit @ la clôture algébrique de K, D, le diagramme de ©. Les axio- 
mes . de corps algébriquement clos permettant l'élimination des quantifica- 
teurs, (%, D) est saturé (th. p. 48). Soit 7” le langage de (#, Da). La formule 


Vxs. Vx,(p1 = 0 A A Pr = 0) 


est une formule de .Z’ qui est satisfaite dans un modèle de (%, Do): la clôture 
algébrique de L. Il en résulte qu’elle est satisfaite dans tous les modèles de 
(#, DA) et en particulier dans £2. 


V. — Corps réels fermés. 


Le langage Z considéré est formé de : deux symboles de constante : O, 1; 
1 symbole fonctionnel à 1 variable : — ; 2 symboles fonctionnels à 2 variables : 
+, x ; un symbole relationnel à 1 variable : > 0. L'ensemble & est formé de : 


a) les axiomes de corps commutatif : (voir au $ IV formules a) et b)) 
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b) Ax A > O0AP>O—x+ y > 0); Axx = 0 vx > Ov — x > 0); 
AX— (x > 0 A —x> 0); Ax Aypfx > 0 À y > 0 — xy > 0). 
Tout modèle des axiomes a) et b) est un corps ordonné. 


€) Ax Vy(x = pv — x =}; 


AXo Axa ee An VX(xo + 2x4 x + + 22, x2 + x27t1 = Q) pour cha- 
que n > I. 


Il est clair que les modèles de 7 = (a, b, c) sont les corps réels fermés ; 
(pour les propriétés des corps réels fermés utilisées dans la suite voir par exem- 
ple : van der Waerden, Modern Algebra). On va montrer que &/ permet l’élimi- 
nation des quantificateurs dans Z. 


Pour tout terme f, il existe comme dans le cas précédent un polynôme 
P(Xi «, X}) à coefficients dans Z tel que f = p(x,, …, x,) soit conséquence 
de . 

Pour simplifier l’écriture, la formule # — #’ > 0 sera aussi écrite £ > rt’ ou 
t'<t et la formule # < ff” A t' <t” sera écrite £ < 1’ < 1”. Toute formule 
atomique de , soit F, est équivalente à une formule de la forme 


px, x1, .., X,) = 0 ou px, Xx1, …, X,) > 0. 


Par définition le degré en x de Fest le degré en x du polynôme p. Pour toute 
formule F sans quantificateurs, le degré en x de Fest par définition le maxi- 
mum des degrés en x des formules atomiques de F. 


LEMME. — Pour toute formule À sans quantificateurs de la forme : 
Pa =0ATAR=U0AG >OA AGE>O 


(les p; et q, étant des polynômes en x, x:, …, x,) il existe une formule B sans 
quantificateurs équivalente à À (dans tout modèle de sf) dont le degré en x est 
< au plus petit degré en x des polynômes p; (chaque p, étant supposé de degré 
non nul). 


Par récurrence sur la somme des degrés en x des p;, q;. Supposons le lemme 
démontré quand cette somme est < À — 1 et soit 


Pi=0A + AB=0AG >OA+ AG >O, 


une formule telle que la somme des degrés des p;, g; soit h. 
Si k > 2, soient a, x”: et a, x”? les termes de plus haut degré de p, et p:, 
et posons 


m1 — m2 


T1 = A2 Pi — A X P2 (en supposant m, > m,) et 7: = p: — a, x”. 
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Alors la formule considérée équivaut à 


(a =0Ap=0Am=0A Am=0AG >0AAgG>O)V 
V(a#0Am=0Ap=0A"Am=0AG >O0A." AG > O0). 
On se ramène ainsi à 2 formules de rang À — 1. 
Sik = Oiln’y a rien à montrer. Pour k = 1 la formule s'écrit: , 
p=0Ag>O0A:Ag > 0. 
Si tous les g, sont de degré en x inférieur à celui de p la formule satisfait au 


lemme. Sinon gq, par exemple est de degré supérieur à celui de p. Soient ax” 
et bx" les termes de plus haut degré de p et g, (avec n > m). Posons 


P=p- ax", Q= aq; — abx"""p. 
Alors la formule équivaut à : 
{a=0AP=04Ag>0AAg>0)v 
V(az0Ap=0AQ>O0OAG>0A:: Ag >O) 
et on est ramené à 2 formules de rang < h — 1. 
THÉORÈME. — Soit A(X, x1, …, x,) une formule sans quantificateurs de degré 
h en x. Soient a, b deux variables (distinctes de x, Xx1, …, x,). Alors, il existe une 
formule sans quantificateurs B dont les variables sont a, b, x1,.….,X,, dont le degré 


en a (ou b) est < h, dont chaque formule atomique contient soit a, soit b, soit ni 
a ni b (mais pas les 2 ensemble), et telle que 


B+ Vxla < x < b À A(x, x1, …, X,)] soit conséquence de (7, a < b). 


Par récurrence sur le degré en x de 4. Si ce degré est nul, À ne contient pas x. 
Par suite la formule Vx(a < x < b À A) équivaut à À À a < b. La formule 
cherchée est À. 

À est équivalente à une disjonction de formules de la forme u, À ** A u, 
où chaque w est une formule atomique ou sa négation, donc est de l’une des 
formes :p = 0;p#0;p>0;-—(p > 0). Commep # 0 équivaut à 


p>0v-p>0, et —(p>Oàp=-0v-p>0 
on voit qu’on peut supposer À de la forme 
PB =0AAMD=0AG>OA"AGI> OO. 


Le lemme montre alors que si k > 2, ou si k = 1 avec un des g; de degré 
en x supérieur ou égal au degré de p,, on est ramené à une formule de degré 
inférieur et on applique l’hypothèse de récurrence. Il en résulte qu’on peut 
supposer À de la forme I : 


p=0Ag>0Aa"Ag>O0 (avec d°g, < d° p = h = d° 4) 
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ou de la forme II : 
4 >0A:Ag>O. 


Supposons d’abord À de la forme II. On considère donc la formule : 
F= Vx(a<x<baAg >0A: Ag > O0). 


Or dans tout corps réel fermé, pour que les polynômes g:, …, 41 Qirs = X — @, 
1x2 = b — x soient simultanément positifs, il faut et il suffit qu’il existe un 
intervalle 1 a, B [ (où a, B sont racines de l’un des g;) dans lequel ils sont simui- 
tanément positifs. Si dans cet intervalle une des différences 


ua—-gA<i<j<l+2) 
s’annule, la formule 
Vx(a <x<bAg-g;=0Ag >0A"Ag>0)=F;; 


est satisfaite. Si aucune des différences q, — q, ne s’annule dans Ja, f[ chacune 
reste de signe constant dans Jx, B[ et on a par exemple dans cet intervalle 
0 < qi < 3 < ‘** < Qy42. Par suite «, B sont toutes deux racines de g, et il y 
a un point de Jo, B[ qui annule g' (dérivée de g, par rapport à x). Alors la 
formule : 

F,= Vx(a<x<bAg =0Ag >0 A" Aa > O0) 
est satisfaite. Il en résulte que dans tout modèle de (47, a < b) la formule F 


entraîne 
(Wa) (We) 


Comme cette dernière entraîne évidemment F (chaque F;; et chaque F; entraînent 
F) les deux formules sont équivalentes. Or chacune des F,; ou F, est de degré 
< h et de la forme I. Il en résulte qu’on peut maintenant supposer À de la 
forme I, c’est-à-dire de la forme 
p=0Ag>0A Ag >0, avec d°g, <d°p=h= d° A. 
La formule suivante est évidemment équivalente à À : 
(p=0Ap=0Ag >0A: Ag > 0) 
Vv(p=0ApP>O0AgG >O0A.+: Ag >O)V 
V{p=0A—-p>0Ag >0A:" Ag >0)—= A; V A3 V 43. 


La formule Vx(a < x < b À À,) se traite immédiatement en appliquant le 
lemme (car d° p’ en x < h — 1) puis l’hypothèse de récurrence. On considère 
donc la formule : 


Vx(a <x<bAp=0Ap>0Ag>O0A:: Ag > O). 


+ CD CDs 
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Dans un corps réel fermé, cette formule est satisfaite si et seulement si p a une 
racine simple, comprise entre a et b, qui rende positifs tous les poiynômes p', 
Qis « Q1 (pour des valeurs fixées, données à a, b, x1, …, x,). Pour cela il faut 
et il suffit qu’il existe un intervalle Jo, B[ avec a < à < B < boü a, B sont racines 
de p', ou g, … ou g, dans lequel p', q;, …, q, Sont positifs et tels que px) < 0 


et p(B) > 0. 
Considérons deux nouvelles variables u, v. D’après l'hypothèse de récurrence 


la formule : 
Az[u <z<v-p{z) > 0 A 42) >0 A: A gl) > 0] 
qui peut s’écrire 
— Vlu<z<vA(-r>z0v-g(@>0vv — q{z) > 0)] 


équivaut à une formule Q(u, v) sans quantificateurs, dont le degré en x et v 
est < h — 1 et dans laquelle aucune formule atomique ne contient à la fois u 
et v. La formule considérée équivaut donc à la disjonction des formules sui- 
vantes : 


Vu Vof[a < u <v < b A ptu) < 0 A p() > 0 À qu) = 0 À 


A gj(v) = 0 À Q{u, v)] 


pour 1 <i<j<1+ 1 en posant p' = qi+1. 
Considérons par exemple la formule obtenue en prenant i = 1, j = 2: 


Vu Vo[a < u <v<b A p(u) <0 À p@) > 0 À qi) = 0 A 
A qga(v) = 0 À Q{u, v)]. 
On l'écrit comme disjonction des formules suivantes : 
a) Vu Vola < u <v < b À plu) <0 À p() > 0 À qi(u) = 0 À 
A qi(v) = 0 À Q(u, v)| 
b) p(b) > 0 À g(b) = 0 À Vu[a < u < b À p(u) < 0 À qi(u) = 0 A 
A Q(u, b)] 
c) p(a) < 0 À qifa) = 0 À Voila < v < b À p(v) > 0 À go) = 0 À 
A Q(a, v)| 
d) p{a) < 0 A p(b) > 0 À qi(a) = 0 À g2(b) = 0 À Q(a, b) 


(qui est sans quantificateurs et de la forme exigée dans l’énoncé). 
Nous traiterons seulement le cas a), les cas b) et c) s’en déduisant facilement. 
Appliquons le lemme aux deux formules 


ptu)<0Ag{u)=0 et pu>0ag&)=0, 
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ce qui donne deux formules H,(u), H,(v) de degrés < h — 1. La formule 
devient : 


Vu Vo[a < u < v < b À H,(u) À H;(v) À Q(u,v)]. 
Ecrivons la formule 


H;(u) À H,(0) À Q{u, v) 


sous la forme d’une disjonction de formules de la forme K, A + À K, où 
chaque K est une formule atomique apparaissant dans la formule précédente 
ou sa négation. Par suite chaque K contient soit y soit v mais pas les deux, et 
est de degré < h — 1. La formule considérée s'écrit donc comme disjonction 
des formules suivantes : 


Vu Vo[a <u <v < b À Kifu) A: À K,(u) À Kit) A 7 À K(v)]. 
D’après l’hypothèse de récurrence la formule : 


Vo[u < v <b A K,41(0) A À K/(v)] 


équivaut (mod. æ, u < b) à une formule M{u, b) sans quantificateurs, de 
degré en u et b < h — 1 et dans laquelle chaque formule atomique ne contient 
pas à la fois u et b. On peut donc écrire M{u, b) comme disjonction de formules 
de la forme : 


Mu) À 7 A Mu) À Mob) À + À Mb). 
La formule considérée s’écrit alors comme disjonction de formules de la forme : 
Vu[a <u < b À Kifu) A7 A K,(u) À Mi(u) A + À M,(u)] À 
À Ms41b) A + À Mb) 
auxquelles il suffit d'appliquer l’hypothèse de récurrence. C. q.f. d. 
THÉORÈME. — «7 permet l'élimination des quantificateurs dans Z. 


Il suffit de le montrer pour une formule de la forme VxA(x, x:, …, x,). Ajou- 


x Li ESS PRES A 
tons à .Z deux constantes uw et : et à æ l’axiome u * Hi 1. Le théorème précé- 


dent montre que la formule : 


vx|- 1<x<I1laA Afro x) 


équivaut à une formule sans quantificateur Q. Chaque formule atomique de Q 


est de la forme p ff) =0oup ) > 0. D’après l’axiome u * : = 1 elle équivaut 
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à une formule de la forme px, u) = 0 ou p(é, u) > 0. Donc il existe une for- 
mule sans quantificateur R(z) (où z est une variable de #) telle que 


vx|- 1<x<14 AÉrx)| 


= 1). I est clair que dans tout modèle 


soit équivalente à R(u) (mod. s, u * L 


de , les deux formules 
VxA(, Xi Xi) et Vz[0 < x < 1 À R(2)] 


sont équivalentes. Or d’après le théorème précédent cette dernière formule 
équivaut à une formule sans quantificateurs. C. q. f. d. 


En particulier il en résulte que s7 est saturé : en effet les formules atomiques 
sans variable de Z sont de la forme n = 0 (avec ne Z) ou n > 0. La première 
équivaut à L sauf si n = 0 (car tout corps réel fermé est de caractéristique 
nulle) et la seconde à T ou à 1. 


VI. — Anneaux de Boole séparables. 


Le langage Z considéré est formé de deux symboles de constante : 0, 1, 
deux symboles fonctionnels à 2 variables : + et x. L'ensemble «7 est formé 
de : 

a) Ax ND ALG+HD+z2=x+0+21, Ax AG +y=y+ x); 
Ax(x + 0 = x), Ax Vy(x +y = 0) (axiomes de groupe commutatif 
pour +). 

b) Ax Ay Az[Gy)z = x02)]; Axfxel = Lex = x]; 

Ax Ay Az[x(y + 2) = xy + xz]; 140. 

c) Axfx? = x]. 


a) et b) forment les axiomes de la structure d’anneau avec unité ; a), b) et c) 
ceux de la structure d’anneau de Boole. 
Tout anneau de Boole est commutatif et satisfait Ax(2 x = 0) : en effet on a 


œG+1P=x+1=x+2x+1, donc 2x=0; 


d’autre part (x + y)? = x + y, d’où xy + yx = O et par suite xy = yx. 

Si x, y sont des termes de Z, le terme x + y + xy Sera écrit x L y; la for- 
mule xy = y sera écrite aussi y © x. Il est clair que les termes de Z sont les 
polynômes p(x;, …, x,) du premier degré en chacune des variables x1, .…, x, 
et à coefficients O0 ou 1. 

Désignons par F(x) la formule : 


x AZAOAAyIyex-y=0vy=xl. 


Les éléments qui satisfont cette formule sont appelés afomes. 
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Ajoutons au langage Z une suite infinie de symboles relationnels à 1 varia- 
ble que nous désignerons par B, 41, 42, .…, 4, …, et à l’ensemble æ les 
formules suivantes : 


d) po [aux es Vs Vi] M 4 x; A (FGD à x € »)]] 


1<i<j<n 
pour n = 1, 2, … 
Ax[Bx + Ayly cx4Ay #0 4:y]]. 


Il est clair que dans tout modèle de a), b), c) on peut définir d’une façon et 
d’une seule les valeurs de B, 4,, 4, … de façon à satisfaire les formules d). 
Les éléments qui satisfont 4, x sont ceux qui contiennent » atomes distincts. 
Les éléments qui satisfont Bx sont dits atomiques (tout sous-ensemble contient 
un atome). Un anneau de Boole sera dit séparable, s’il satisfait l’axiome 

e) Vx[Bx À — 4,(1 + x)], c’est-à-dire si on peut séparer l’unité en deux 
parties disjointes dont l’une est atomique et l’autre sans atome. 

Nous allons montrer que les formules a), b), c), d), e) permettent l’élimi- 
nation des quantificateurs pour leur langage P". 

Remarquons que chaque terme de .Z’ contenant x est de la forme ax + b 
où a et b sont des termes ne contenant pas x. Les formules atomiques de Z” 
sont donc ax = b, B(ax + b), 4,(ax + b), où a et b sont des termes ne con- 
tenant pas x. 


LEMME 1.— Soit D(x) une formule sans quantificateur de &'. Alors la for- 
mule Vx[F(x) À &(x)] équivaut à une formule sans quantificateur. 


— On peut supposer que (x) est conjonction de formules atomiques et de 
négations de formules atomiques. 


1) &(x) est de la forme 


max=0Amx=0AAGX=0AxXAb A TAXE D. 


On ‘montre le lemme par récurrence sur la longueur de &(x) ; Œ(x) 
équivaut à 


ax=0AxXZÆbA AXE, où a = aj U 43 U** Ua. 
Donc Vx[F(x) À &(x)] équivaut à la disjonction des formules suivantes : 
a) Vx[F(x) Aax=0AxZ£#b A" AXxZÆb]Aab AO(G=1,2,..,1), 
qui équivaut à 
Vx[FG) À ax=0AxÆb A" AXE bi: 
AxX£busA“AxZb] À ab; #0, 
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c’est-à-dire à 
Vx[F(x) À P(x)] À ab, Z 0, 


V(x) étant plus courte que (x). On peut donc appliquer l’hypothèse de récur- 
rence. 


b) Vx[F(x) À ax=0AxZ#b, A Ax#blA(=b)A<I<j<D, 
qui équivaut à 
Vx[F(x) À ax =0AxZÆb A Ax% b, 

AXÉ bis At A x b;] À (b; = b)), 
à laquelle on applique l’hypothèse de récurrence. 

€) Vx[F() À ax = 0 À x 5% b, A+ À x Æ bi] À — F(b)(i=1,2,..,D, 

qui équivaut à 
VxLF(x) À ax =0AxXZÆb A AXE D, 

AXÉ bis, A A x %Æb;] À — F(b), 
à laquelle on applique l'hypothèse de récurrence. 


d) VxlF() A ax=0AxZÆb A AXE D] À 


! l 
À A F(b;) /X\ (ab, = 0) 


@; # b;) 
<i<j<l 
qui équivaut à 
L l 
AraQ +0) AA FO) JA @bi=0) A Gi b). 


1Si<j< 


2) Dans le cas général on écrit D(x) = (x) À ®,(x), où #,(x) est de 
la forme précédente. On montre le lemme par récurrence sur la longueur de 
8,(x). Si celle-ci est nulle on est ramené au cas précédent. 


— Si (x) = P(x) À ax = b, alors Vx[F(x) À ax = b À P(x) À D,(x)] 
équivaut à 


{ VxLF() À #G) À ax = 0 À (x)] À (b = 0) } 
v {F() À W(E) À (5) À ab = b} 


à laquelle on peut appliquer l'hypothèse de récurrence puisque Y(x) est plus 
courte que ,(x). 
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— Si D,(x) = P( À ax Z b, alors Vx[F(x) À ax # b À P(HAB()] 
équivaut à 


{ Vx[FG) À YG) À ax = 0 À B,(x)] À b #0} v 
V {VIF À PDA ax=xAxEb A BG(x)]}. 


On peut appliquer l'hypothèse de récurrence aux deux parties de cette dis- 
jonction puisque ax = x peut s’écrire (1 + a) x = 0. 


— Si D,(x) = (x) À (—) 4,(ax + b) (c'est-à-dire si B,(x) est de l’une 
des deux formes (x) À 4,(ax + b) ou Y(x) À — À,{ax + b)) alors 


VxLFG) À (—) 4,(ax + b) À P() À 8,0) 


équivaut à 


{ VxLFG À PC) À ax = 0 À B,(x)] A (—)4,b} 
V {VF À PGI Aax=xAx ED A Bi] A (—)4,:1b}V 
V { VxL Fo) A POI n ax = x À bx = 0 À B(x)] A(—)4,-:b}. 
On peut appliquer l’hypothèse de récurrence aux trois parties de cette dis- 


jonction. En effet ax = x s’écrit x(1 + a) = 0 et x © b s'écrit (1 + b) x = 0. 
— Si D, (x) = (x) À (—) B(ax + b), alors 


VxLF@) À (—) B(ax + b) À P(x) À 8, ()] 
équivaut à 
Vx[ Fo) À PQ) À 8: (x)] À (—) Bb, 
à laquelle on peut appliquer l’hypothèse de récurrence. 
LEMME 2. — Soient a;, …, a, n termes de ne contenant pas x. Il existe N 


termes «1, …, än ne contenant pas x et L,, …, 1, sous-ensembles de { 1,2, .…., N } 
tels que 


Atua;=0(<i<j<N); ghHa.= Y'afr=1,.,n). 


ielr 


Démonstration par récurrence sur n. — Si B;, B:, …, Bk satisfont au lemme 


pour les termes a,,…,a,, alors a, B,,a; B2,.…., @i Br, (1 + @1) Bi, …, (1 + @:) Br, 
ai + Gi Bi +" + ai Pr, satisfont au lemme pour les termes a;,…, a. 


LEMME 3. — Soit (x) = Ri(a, x + b;) À ++ À R,(a, x + b,), où R;(z) 
est l’une des formules suivantes : 


— 4,2; Bz; —Bz; z=0; z#0. 


Alors &(x) équivaut à une disjonction de formules du même type où on a pour 
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tout i(l <i<n) soit a; = 0, soit a, = b,, soit b, = 0, et pour tout couple i, 
JA <i<j<n)soit a; = a; soit #+-a;a,; = 0. 


Remarquons que si R(z) est une des formules — 4, z, Bz, — Bz,z = 0,z #0 
et si + uv = 0, alors + R(u + v) <> Ru à Ro (c’est-à-dire Ru À Ro 
ou Ru V Ro). 

Soient alors &;, …, «y les termes correspondant à (a,, a,,.*, a,, bi, …, b,) 
d’après le lemme 2. Ona pour 1 <r<n: 


ax+b= (y a)x + > « 


ielr, ieJ. 
où 1, et J, sont des sous-ensembles de { 1, 2, …, N }. 


Donc ax+b,= YO œx+a+ YO œx+ Ÿ  «. 
iel,nJ, iel,—-J, ieJ,-1, 


Donc R,(a, x + b,) équivaut soit à 


A R (@; X + œ) À R;(a; x) M R}(«;) , 


ielrnd, iel,- LeJ,-Ir 
soit à 


; W R,(c; x + œ), MW R;(@; x) .W R,(@:) . 
ElrO dr teJr-I, 

En substituant ces formules à chacun des R,(a, x + b,) dans ®(x) et en uti- 
lisant la distributivité de A par rapport à V on obtient le résultat cherché, 


LEMME 4. — VxTR;(a; x + b;) À ++ À R,(a, x + b,)] équivaut à une for- 
mule sans quantificateurs. 

D’après le lemme 3 on peut supposer que pour i £ j on a soit a, — a; soit 
a; a; = 0, et de plus b; = a, ou b, = 0. La formule considérée s’écrit donc 


G = Vx[®(a; x) À + À Da, x)], avec a;a; =0 pour iZ£j. 


Soit Æ la formule Vx®,(a, x) À ++ À Vx®,(a, x). Il est clair que AH est 
conséquence de G. Mais d’autre part 7 + H — G. En effet si H est satisfaite 
dans un modèle de «7 il existe des éléments £,, …, €, du modèle satisfaisant 
respectivement les formules ®,(a, x), …, B,(a, x). Alors l'élément 


dé + + Gb 


satisfait simultanément ces formules (puisque a, a; = 0 pour i £j), ce qui 
montre que G est satisfaite. 

Donc 7 + G + H. D’après la forme de H on est ramené à étudier la formule 
Vx®,(a; x) qui est de la forme 


Vx[Ri(ax) À + À Ri(ax) À Ri(ax + a) A + À Ri(ax + a)], 
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où R;(7) et R/(2) sont l’une des formules 
— A,z, Bz,—Bz,z=0,z#0. 


On a donc k < 3, / < 3 (en éliminant les cas où parmi les R; apparaîtrait une 
formule atomique et sa négation, la formule étant alors équivalente à L). 
On peut supposer que l’un des R, est Bou — B:en effet 


Ri(ax) A À R(ax) À Ri(ax + a) À + A R3(ax + a) 
équivaut à 
[B(ax) À Ri(ax) À + À R;(ax + a)] v 
V [— B(ax) À Ri(ax) À + À R;(ax + a)]. 
De même on peut supposer que ax = 0 ou ax # 0 apparaissent, ainsi que 


(—) B(ax + a) ,(—) (ax + a = 0). 


Si la formule ax = 0 ou ax + a = 0 apparaît l'élimination est immédiate : 
si par exemple R,(ax) est ax = 0 la formule équivaut à 


R:0AR;,0 A RiaAR;a A R3a. 


On peut donc supposer que R'(ax) est ax # 0 et que Ri(ax + a)est ax + a £ 0. 
Distinguons quatre cas : 


a) R(ax) = — Ai(ax) et R;(ax + 4) = — Ai(ax + a). La formule 
équivaut alors soit à L, soit à 


Vxlax # 0 À — Aj(ax) À ax + a # O À — Aj(ax + a)], 
c’est-à-dire à — 4,a A a Z 0. 


b) R(ax) = — Ai(ax) et — Ai(ax + a) n'apparaît pas. La formule équi- 
vaut alors à L ou à l’une des formules suivantes : 


Vx[ax # 0 À — Ai(ax) A ax+aÆO0A B(ax + a)], 
c’est-à-dire à A, a À — Ba; 


(en effet, par hypothèse, on peut séparer l’unité, et donc aussi tout élément 
a, en deux parties disjointes dont l’une est atomique et l’autre sans atome). 


Vx[ax 4 6 À — 4,(ax) Aax+a%0OA — B(ax + a)], 
c'est-à-dire — Ba. 


c) R;(ax + à) = — Ai(ax + a) et — A;(ax) n'apparaît pas : cas identique 
au précédent à l'échange près des R, et R;. 


d) — A;(ax) et — A,(ax + a) n’apparaissent pas. La formule considérée 
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équivaut alors à L ou à l’une des formules suivantes (à l’échange près des R, 
et des R;) : 
Vx[ax # 0 À B(ax) À ax + a # 0 À B(ax + a)], 

c’est-à-dire à 4, a À Ba ; 
Vx[ax # O0 À B(ax) À ax + a #0 À — B(ax + a)], 

c’est-à-dire à À, a À + Ba. 
Vxlax 3 O À — B(ax) À ax +aZ£0A — B(ax + a)], 

c’est-à-dire à — Ba. 

THÉORÈME. — Si ®(x) est sans quantificateurs, Vx®(x) équivaut à une formule 

sans quantificateurs. 


On peut supposer que (x) est une conjonction de formules atomiques et 
de négations de formules atomiques. Elle s’écrit alors B,(x) À PB,(x), où 


D,(x) = Ra x + bi) À + À R,(a, x + b,), 


les R; étant de la forme décrite dans l’énoncé du lemme 3. On montre le théo- 
rème par récurrence sur la longueur de ®,(x). Si cette longueur est nulle 
on est ramené au lemme 4. Si ®,(x) = 4,(ax + b) À Y(x), supposons d’abord 
n = 1. La formule à étudier est alors 


Vx[A:(ax + b) À W(x) À .(x)], 
qui équivaut à 
Vy Vx[FO) À y & ax + b À Y(x) À B:(@X)]. 
D’après l’hypothèse de récurrence 
VxE (x) À y € ax + b À D(x)] 


équivaut à une formule sans quantificateur H(y) (car y & ax + b s'écrit 
ayx + by + y = 0). La formule considérée équivaut donc à VyL FO) À H(y)] 
donc à une formule sans quantificateur d’après le lemme 1. 

Supposons montré que, pour tout p < n, tout couple de termes a, b ne 
contenant pas x et toute formule &,(x) de la forme 


Ras X + bi) À + À Rj{a;x + b;), 
la formule 
Vxf4,(ax + b) À PG À S,(x)] 
est équivalente à une formule sans quantificateurs. Alors la formule 
Vx[A4,(ax + Bb) À PG) À SX] 
équivaut à 


Vy Vx[F(y) À y € ax + b À 4,-;(ax + b + y) À Y(x) À ,(x)]. 
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D’après l’hypothèse faite, la formule 
Vx[4,-itax + b + y) À y © ax + b À W(x) À B,(x)] 


équivaut à une formule sans quantificateur H(y). La formule considérée équi- 
vaut donc à Vy[F{y) A H(y)] donc à une formule sans quantificateur d’après 
le lemme 1. 

Si ,(x) = — 4,(ax + b) À (x) (avec n > 1) la formule considérée est : 


Vxl— 4,(ax + b) À PG) À BG]. 
Elle équivaut à la disjonction des formules suivantes : 
Vax[— Ai(ax + b) À P(x) À (| 
à laquelle on peut appliquer l'hypothèse de récurrence ; 
VxLA;(ax + b) À — 4;4i(ax + b) À PO) À (| 


pour i = 1,2, …, n — 1. On traite cette formule par récurrence sur i. Elle 
équivaut à : 


Vy VxLF(p) À y € ax + b A A;-i(ax + b + y) A 

— Aj{ax + b + y) À D(x) À (|. 
D’après l’hypothèse de récurrence, 
Vxly € ax + b A 4;-i(ax + b + y) À — Aj(ax + b + y) À Pi(x) À p(x)| 


équivaut à une formule sans quantificateur H(y). La formule considérée équi- 
vaut donc à Vy[F{(y) À H(y)] donc à une formule sans quantificateur d’après 
le lemme 1. C. q.f. d. 


EXERCICES 


1. Montrer que l’utilisation du symbole s est nécessaire pour l'élimination 
des quantificateurs dans la théorie des ordres discrets sans premier ni 
dernier élément. Plus précisément, si on considère le langage Z cons- 
titué par le seul symbole < (et =), et l’ensemble «7 des formules sui- 
vantes : 


a) axiomes d’ordre total, 
b) AxVyAG>Xez7=yVz>)}); 
Ax Vy Azlz <xemz=yvz< y], 
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les modèles de cet ensemble sont les mêmes que ceux du 8 II (en- 
sembles totalement ordonnés discrets sans premier ni dernier élément), 
mais / ne permet pas l’élimination des quantificateurs dans Z. 


Solution. — On considère le modèle de constitué par l’ensemble 
ordonné Z. Si D, est le diagramme de ce modèle, et si & permet l’élimi- 
nation des quantificateurs (æ, D) est saturé. Considérons le modèle 
constitué en ajoutant l’élément 4 au modèle précédent. C’est une exten- 
sion du modèle précédent donc elle satisfait D,, ainsi que &. Or la for- 
mule Vx[0 < x < 1] n’est pas satisfaite dans le premier modèle, et elle 
l'est dans le second ce qui contredit la saturation de (æ, D;). 


On considère le langage Z utilisé au paragraphe III, mais sans les sym- 
boles n | et l’ensemble des formules a), b), c) de ce paragraphe. 

a) Montrer que cet ensemble ne permet pas l'élimination des quanti- 
ficateurs. 

b) On ajoute maintenant à Z les symboles # |, et on considère l’en- 
semble des formules a), b), c), d). Montrer que cet ensemble ne permet 
pas l'élimination des quantificateurs dans Z. 


Solution. — On considère le groupe Z x Z = G ordonné de la 
façon suivante : (a, b) > O si et seulement si a > Ooua—0etb> 0. 
Gest un modèle de a), b), c), qui contient Z comme sous-modèle (en iden- 
tifiant (0, n) avec n). Soit D, le diagramme de Z. Alors (a, b, c, d, D) 
nest pas saturé puisque la formule Ax Vyfx = 2y vx+1—=27yl 
est vraie dans Z mais non dans G. 


a) Soit Z un ensemble dénombrable de formules d’un langage égalitaire. 
Montrer que si 7 a un modèle (égalitaire) infini, pour chaque cardinal 
infini N, «# a un modèle de cardinal K. 


b) Montrer que si «/ n’a que des modèles infinis et s’il existe un car- 
dinal infini N tel que tous les modèles de «7 de cardinal K soient iso- 
morphes (c’est-à-dire si æ est catégorique pour la classe des réalisations 
égalitaires de cardinal N) alors æ est saturé. 

c) Montrer que tous les modèles dénombrables des axiomes du para- 
graphe I (ordre dense avec premier et dernier élément) sont isomorphes 
au segment [0, 1] de l’ensemble des nombres dyadiques (rationnels dont 
le dénominateur est une puissance de 2). En déduire que les axiomes du 
paragraphe I sont saturés. 

d) Nous utiliserons ici les propriétés des bases de transcendance des 
extensions d’un corps K (voir Bourbaki, A/gèbre, Ch. V). 

Montrer que si @ est un corps algébriquement clos, si K et K’ sont 
deux extensions algébriquement closes de © ayant des bases de trans- 
cendance équipotentes, K et K’ sont isomorphes. 
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En déduire que deux corps algébriquement clos de même caractéris- 
tique, de puissance 2X° sont isomorphes, et que les axiomes de corps 
algébriquement clos de caractéristique p (p = 0 ou p premier) sont saturés. 


Solution. — a) Ajoutons à Z un ensemble C de symboles de cons- 
tantes de cardinal N et soit Z l’ensemble des formules a  b pour a, b 
éléments distincts de C. Tout sous-ensemble fini de (47, &) a un modèle 
(le modèle infini donné de ). Donc l’ensemble tout entier a un modèle. 
Si est l’ensemble de F pour Fe 4 (formés avec des symboles fonc- 
tionnels tous distincts), CA æ) a donc un modèle canonique dont le 
cardinal est évidemment K. 


b) Soit F une formule close de Z non conséquence de æ. (æ, — F) 
a donc un modèle, et par suite a un modèle de cardinal K (sg n'ayant 
par hypothèse que des modèles infinis (7, — F) a un modèle infini). 
Comme tous les modèles de 7 de cardinal K sont isomorphes, — F est 
satisfaite dans tous les modèles de 7 de cardinal K. Par suite — F est 
conséquence de æ : si (@, F) avait un modèle il aurait un modèle de 
cardinal N. Il en résulte que «7 est saturé. 


c) Il:est clair que tout ensemble muni d’un ordre dense est infini. 
Soit alors (0, @1, .…., &, .….) U { 1 } un ensemble dénombrable muni d’un 
ordre dense, dont le premier élément est 0 et le dernier 1. On définit 
par récurrence sur # une application @ de {0, a1,…, a,, 1 } dans le 
segment [0, 1] des dyadiques, conservant l’ordre : si 4,1 se place entre 
a; et a; on pose 


O(a+1) = [pa + pa]. 


; 2 1 : : 
Tout nombre dyadique . est atteint, sinon en supposant que 
2r+1 ; : PU ; ; . : 
5 est le premier dyadique qui n’est jamais atteint (le premier 


2qa+1 2gq'+l 
2" 7 2" 
r r +1 ; à à 2r+1 
ji et GT sont atteints et égaux à p(a;)et p(a;). Alors pi = o(&), 
où a, est le premier 4 qui se place entre a; et a;. Il en résulte que @ est un 
isomorphisme. C. q.f. d. 


dans l’ordre : 


sin <n'ousin=n etq < q') alors 


d) Soient b,(ie I) et b; (ie I) des bases de transcendance de K et K' 
sur Q : K est donc algébrique sur Q(b;),., ; c’est donc la clôture algébrique 
de Q(b;);r. De même K’ est la clôture algébrique de Q(b')ier. Or Q(b;)ier 
et Q(b:);.1 sont isomorphes au corps des fractions rationnelles Q(X;);r. - 
Donc leurs clôtures algébriques sont isomorphes. 
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Soit @, la clôture algébrique du corps premier de caractéristique p ; 9,est 
donc dénombrable. Si le cardinal I de J'est > K, le cardinal du corps des 
fractions rationnelles Q(Y,)..r est égal à I, donc aussi celui de sa clôture 
algébrique. Donc si X est un corps algébriquement clos de caractéris- 
tique p, de puissance 2%, les bases de transcendance de K sur Q, ont 
pour puissance 2%, Deux corps algébriquement clos de caractéristique p, 
de puissance 2% ont donc des bases de transcendance équipotentes sur 
Q,, donc sont isomorphes. Comme les axiomes de corps algébriquement 
clos de caractéristique p n’ont que des modèles infinis, il suffit d’appliquer 
la partie b), avec K = 2% pour voir qu’ils sont saturés. 


a) On rappelle que tout corps ordonné se plonge dans un corps réel 
fermé (voir V. d. Waerden). 

Montrer que si un polynôme p(x;, …, x,) à coefficients dans un COrps 
ordonné K'est > 0 pour toutes les valeurs de x;, …, x, dans une extension 
réelle fermée de K, il est > 0 pour toutes les valeurs x,, …, x, dans toute 
extension ordonnée de K. 

b) Un corps L est dit réel si quels que soient x, …, x, dans L'on a 
xf + + x + 1 0. On rappelle que tout corps réel se plonge dans 
un corps réel fermé donc peut être ordonné. 

Soit a e L. Montrer que si a n’est pas une somme de carrés le corps 
L(/— a) est réel. En déduire qu’il y a un ordre sur L qui rend a < 0. 

c) On considère un corps K réel dans lequel, pour tout élément a de K, 
a ou — a est somme de carrés d’éléments de X. Montrer que si 
Pt; +, x) à coefficients dans XK est > 0 quels que soient x;,.…., x, 
dans une extension réelle fermée de K, il existe des fractions rationnelles 
lis x à coefficients dans K telles que p = r? + ++ + 0 

d) Soit p(x1, …, x,) un polynôme à coefficients dans Q, positif ou nul 
pour toutes les valeurs des variables (dans Q). Alors il existe des fractions 


rationnelles à coefficients dans Q : r;, …, r,, telles que p = r? + + + rê. 


Solution. — a) D, désignant le diagramme de K, et æ les axiomes 
de corps réel fermé, il est immédiat que (%, D}) est saturé. Comme la 
formule Ax; … Ax,(p(x1, …, x) > 0) est satisfaite dans un des modèles 
de (4, DK), elle est satisfaite dans tous les corps réels fermés contenant K, 
donc dans tous les corps ordonnés contenant K, puisqu'ils se plongent 
dans un corps réel fermé. 


b) Tout élément de L(/— a) est de la forme « + 8 V— a, avec a, 
BEL. Sional + D (+ BV a}? = 0, 


1+Ya/-a p?=0. 
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Donc 


1+ÿa A+Ya)yht 


a = —_— = ——— — >; 


DA CR) 


ce qui montre que a est une somme de carrés, ce qui est une contradiction. 


c) Il est clair que K ne peut être ordonné que d’une seule façon : si a 
est une somme de carrés, a est positif. Sinon a & 0. Il en résulte que dans 
tout corps ordonné contenant K, on a p(x;, …, x,) > 0. Or le corps 
K(X, …, X,) des fractions rationnelles à n variables sur K est un corps 
réel. Il en résulte que p(X1, …, X,) (valeur du polynôme p(x;, …, x,) 
pour x = X1,.….,x, = X, les variables X étant éléments de base du 
corps K(X1, … X,)) est > 0 dans tout ordre sur K(X:, …, X,) et par suite 
est une somme de carrés d’éléments de ce corps. 

d) Si p(Xus Xi) > O pour x1, …, x, € Q, comme c’est une fonction 
continue on a p(x1, …, x,) > 0 dans R. Il en suffit alors de remarquer 
d’une part que R est réel fermé, d’autre part que tout élément positif 
de Q est une somme de carrés d’éléments de Q pour obtenir le résultat 
(Théorème d’Artin). 


a) & désigne le langage utilisé au paragraphe III et Z” le ii obtenu 
en ajoutant à Z un symbole fonctionnel à 2 variables : 

Montrer qu’il n’y a aucune formule de Z, à 3 es libres dont 
la valeur dans la réalisation standard (sur Z) de Z soit l’ensemble : 


{(mn,p)eZ:m = np}. 


b) Soit &{ l’ensemble des formules de Z’ satisfaites par la réalisation 
standard de Z (où x est interprété comme l’opération produit) et soit 
, l'ensemble des formules obtenues en substituant à x dans æ un 
autre symbole fonctionnel à 2 variables x, non dans 7’. Montrer que 
l’ensemble (x, «/,) a un modèle dans lequel les valeurs de x et x: 
sont distinctes. 


Solution. — a) Soit F(x, y, z) une telle formule. Comme la réalisation 
standard satisfait les axiomes utilisés au paragraphe IIL, ilexiste une formule 
G{x) sans quantificateurs à une variable x, telle que G(x) et VyF(x, y, }) 
prennent la même valeur dans la réalisation standard, cette valeur étant 
l’ensemble des carrés. Or pour toute formule H(x) sans quantificateurs 
à une variable libre de Z, il existe deux entiers positifs N et p tels que 
(A désignant la valeur de H{(x) dans la réalisation standard) pour tout 
entiern>NneHæn+pedH : cest évident si H est atomique (car 
alors H est de l’une des formes ax + b=0;ax+b=>0;nlax+ pb; 
avec a, b e 2) et il est immédiat que si H et H” ont cette propriété, v HH 
et — H l’ont aussi. On a donc une contradiction car il n’existe pas d’en- 
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tiers N, p tels que sin > N, nest un carré si et seulement si n + p en 
est un. 

b) Supposons que dans tout modèle de (@, .«7,) les valeurs de x et 
x sont les mêmes. Alors la formule Aa Abla x b = a x, b] est consé- 
quence de (æ, ,). Le théorème de définissabilité montre alors l’exis- 
tence d’une formule F(a, b, c) de telle que F(a, b, c)a=bxe 
soit conséquence de &/. Comme est satisfait dans la réalisation stan- 
dard le Z, la valeur de F dans cette réalisation est 


{mn p)eZ: m=mp} 


ce qui contredit le résultat précédent. 


(Nullstellensatz de Hilbert). Soient K un corps et L une extension algé- 
briquement close de K'; si p1,…,p, sont des polynômes à n variables 
X15 +, X, à coefficients dans K, qui n’ont aucune racine commune dans 
L, il existe des polynômes g:,…,q. à n variables à coefficients dans 
K tels que 


k 
june 1. 


Solution : Soient & les axiomes de corps algébriquement clos et Dz 
le diagramme de K. Alors (æ, D) est saturé et L en est un modèle. 
Donc p:,…,p, n’ont de racine commune dans aucune extension algé- 
briquement close de K, Comme toute extension de K se plonge dans une 
extension algébriquement close, on voit que p:,…,p, n’ont de racine 
commune dans aucune extension de K. Soit J l’idéal de Kf{x:, …, x,] 
engendré par p:1,…, Ps. Si cet idéal est différent de K[x,, …, x,], il se plonge 
dans un idéal maximal J. Le quotient KT[x,, …, x,l/J est une extension 
de K dans laquelle p,, …, p, ont une racine commune, à savoir l’image 
canonique de (x1, …, x,). Comme c’est impossible on a 


I = Kfx;,…, x,]l, 
donc 1e l. C. q. f. d. 


5. CALCUL DES PRÉDICATS 
A PLUSIEURS TYPES D’OBJETS ; 
ÉCHELLE DES TYPES FINIS 


Résumé 


La première partie de ce chapitre et l’exercice 1 exposent une seconde 
méthode — annoncée dans le résumé du chapitre 2 — pour développer 
la logique des prédicats du premier ordre. Les résultats essentiels sont for- 
mulés et démontrés directement pour les langages avec plusieurs espèces 
de variables, lesquels sont couramment employés en mathématiques. 
L'emploi de tels langages est, en principe, réductible à celui de langages 
avec une seule espèce de variables et des prédicats monadiques M\(x) 
signifiant « x appartient à l'espèce ;». Mais, en pratique, ces langages 
sont utiles parce qu’ils permettent de formuler simplement certains 
résultats, par exemple, une forme améliorée du lemme d’interpolation, 
qui sera fort utile dans le prochain chapitre. La construction de modèles 
canoniques indiquée dans ce chapitre est en pratique beaucoup plus 
commode pour les langages avec plusieurs espèces de variables que 
celle du chapitre 2 ; voir l’exercice 2 pour la relation entre ces deux mé- 
thodes. 


La seconde partie étudie les langages, toujours à plusieurs sortes de 
variables qui sont ainsi constitués : une espèce pour les individus, une 
pour les ensembles d’individus, une pour les familles de tels ensembles, 
et ainsi de suite par itération finie. Ces langages ont été rendus familiers 
par les mathématiques axiomatiques où, par exemple, dans la théorie des 
groupes, les éléments du groupe considéré jouent le rôle d’individus 
tandis que les sous-groupes sont des ensembles de tels individus (ensem- 
bles sur lesquels on prend la restriction de l’opération de groupe). Plus 
généralement, les langages considérés ici sont ceux obtenus aux niveaux 
finis de la structure ou « échelle » des types (simples). L'exercice 5 définit 
la structure des types cumulatifs et donne sa relation avec la structure 
des types simples. 


Dans la classe de réalisations que nous considérons ici (celle des modèles 
généraux), le domaine Co des variables d’individus est quelconque et 
les domaines des autres variables sont des familles d’ensembles incluses 
respectivement dans les types 1, 2, … de l’échelle ayant pour base Co, et 
soumises seulement à certaines conditions de clôture. L'étude de ces 
réalisations générales est réductible au chapitre 2 (grâce aux axiomes 
d’extensionnalité). Deux autres classes de réalisations seront traitées 
dans le dernier chapitre. 
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Un langage S à k types d'objets est, par définition, constitué par : 


1° k ensembles infinis disjoints V{, …, VŸ. Les éléments de VŸ (1 & i < k) 
sont appelés variables de type i de 7. 


20 k ensembles disjoints C£, …., CŸ. Les éléments de C? (1<i<k) 
sont appelés symboles de Échetinte de type i de 7. 


30 Pour chaque entier n > 0, un ensemble R£ dont les éléments sont appe- 
lés symboles relationnels à # variables (de type quelconque). 


40 Pour chaque suite (i,,…, i,) formée d’entiers compris entre 1 et k, un 
ensemble S£:"/#") dont les éléments sont appelés symboles relationnels de 
type (, …, 4) (ou symboles relationnels à n variables dont la première est 
de type i,,…, la n-ième de type i,). 

Tous ces ensembles sont supposés disjoints deux à deux. 

Les formules atomiques sont, par définition, les suites de symboles de Z de 
l’une des deux formes suivantes : 


a) RE, … &, où R est un symbole relationnel à n variables (R € R®), et où 
Épsr & Sont des variables ou des symboles de constante de Z de type quel- 
conque : 


k 
e UC US pour 1<i<n. 
j=1 


b) ESS. En, où S est un symbole relationnel de type (ä, …, à) 
(S e S$" :"/) et où EC") est une variable ou un symbole de constante de type 
is, …, 6G) une variable ou un symbole de constante de type à,. 


L'ensemble des formules atomiques de .Z sera désigné par Atg. 

L'ensemble 7, des formules de Z, est par définition, l’ensemble des 
schémas fonctionnels construits avec les formules atomiques de comme 
symboles à 0 variables, — et Vx comme symboles à 1 variable (x décrivant 
VE L + U V®), v comme symbole à 2 variables (voir préliminaires). 

On définit comme au chapitre 2 les notations Ax, —, « ; les variables libres 
d’une formule de Z ; la notion de formule close de Z. . 

Une réalisation du langage £ à k types d’objets est, par définition, constituée 
par : 

1o Æ ensembles non vides E:, …, E,; E; (1 < i < k) est appelé ensemble 
de base de type i de la réalisation. 


20 Pour chaque à (1 & à < k) une application c — © de C CŸ dans E. 
30 Pour chaque entier # > 0 une application R — K de RŸ dans 


BIC: L + LE)". 


40 Pour chaque suite (i,, …, i,) d’entiers compris entre 1 et £, une appli- 
cation S— S de S£"" dans LE, x “+ x E,]. 
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La valeur F prise par une formule F de Z dans cette réalisation est un sous- 
«) ) 

ensemble de Ef* x +: x Ej* (ensemble des suites (ô,, …, ô,), où à, est une 

FpEHEAON de Ke dans E,; c’est donc aussi l’ensemble des Hu ô 

de Ur yS dans U E, telles que &(VŸ)) < E, pour 1 < j < k, puisque 


j= = 1 
7 UR …, VS sont disjoints). On la définit de la façon suivante : 


— Si Fest une formule atomique, elle est de la forme REG) … EG) avec 
RER ou Reg" El). EG étant des variables ou des symboles 
de constante de types respectifs 1, …., 1,; la valeur F prise par F est alors 
l'ensemble des 


telles que | 
(S'(ES), … S(EÉ"))eR, 
ou (EP) = EP) si EP est une variable, et 
(EP) = ea si € est un symbole de constante. 


— D'après le théorème sur les schémas fonctionnels (voir préliminaires), 
Fest alors défini pour chaque formule F si on pose F v G = FU G;—F = (Fr; 
VxF = projection de F suivant la variable x (c’est l’ensemble des 


@) 


«t) 
ÔeE}* xx E*° 


telles qu’il existe 6, € F, ô, étant égale à 6 pour toute variable sauf peut-être x). 
De même qu’au chapitre 2 on voit que la valeur prise par une formule close 


&) @) 
F est soit Ej* x + x Eÿ* soit ®. 

Dans le premier cas on dit que Fest satisfaite par la réalisation considérée. 
Si & est un ensemble de formules closes de Z, on dit que la formule F est 
conséquence de æ, et on écrit «7 + F, si toute réalisation de Z qui satisfait 
4 (c’est-à-dire qui satisfait chaque formule de 7) satisfait aussi F. Un théo- 
rème de & est par définition une formule dont la clôture est satisfaite par 
toutes les réalisations de Z. 


De même qu’au chapitre 2, on définit les formules prénexes de Z, et 
on montre que toute formule de Z équivaut à une formule prénexe. 

“Une réalisation de Z sera dite canonique si son ensemble de base de type à 
est CP (ensemble des symboles de constante de type i de #) pour 1 <i< k, 
. et si pour chaque symbole de constante c de Z on a € = c dans cette réali- 
sation. Remarquons que si l’un des ensembles CŸ est vide, Z n’a pas de réali- 
sation canonique. 
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À toute réalisation canonique de Z correspond une réalisation du cal- 
cul propositionnel construit sur les formules atomiques closes de Z : la valeur 
prise par Rafr … af) (où R est un symbole relationnel à n variables, ou un 
symbole a téotel: de type (à, …, à), et où af), …, al") sont des symboles 
de constante de types respectifs i, …, à ,) étant 1 ou 0 vont que (af), …, at) 
appartient ou non à R. 

Inversement toute réalisation du calcul propositionnel construit sur les 
formules atomiques closes de Z définit de cette façon une réalisation cano- 
nique de Z. 

Le lemme suivant se vérifie immédiatement par récurrence sur la longueur 
de F: 


LEMME 1.— Soit F une formule du langage ©, close, sans quantificateurs. 
Alors F est toujours simultanément satisfaite ou non satisfaite par une réalisation 
canonique de et la réalisation correspondante du calcul propositionnel cons- 
truit sur les formules atomiques closes de ©. 


Soient A (1 <i< k ; n entier > 1) une famille d’ensembles disjoints, 
ayant chacun le même cardinal que l’ensemble des formules de Z, et disjoints 
de Z (aucun élément de 4° n’est une variable ou un symbole de Z). Posons 
A9 = U 4® et soit Z, le langage obtenu en ajoutant à Z chaque élément 


>z1 
de A "Comme symbole de constante de type À. L'ensemble des symboles de 
constante de type i de Z, est donc C® L 4%, On pose : 


4 Ù 49 ét. 4m 04= Ut 4%: 


1<i<k n>1 1<i<k 


Pour chaque a e 4%, l’entier n tel que a e AŸ est appelé Le rang de a (l’entier 
i compris entre 1 et k étant le type de a). Le rang d’une formule F de , est 
par définition le maximum des rangs des éléments de À qui y figurent, ou 0 
s’il n’y figure aucun élément de 4, c’est-à-dire si F est une formule de Z. 

Pour chaque à (1 & i < k) on choisit une variable x® de Z, de type i, 
et on désigne par 7 l’ensemble des formules de rang n de Z, ayant x 
pour seule variable libre. Il est clair que #% et A, ont même cardinal (qui 
est celui de l’ensemble des formules de Z). Pour chaque couple (ë, n) (avec 
1<i<k et n entier > 0) on se donne une bijection & de F® sur 4%. 
Pour chaque a € A0), il existe donc une formule A(x(”) et une seule, ayant 
x® pour seule variable libre, et telle que 4 = eA(x®) ; de plus le rang de A(x) 
est inférieur d’une unité à celui de a. 

On désigne par Q, la formule Vx®4(x®) — A(a) pour a = eA(x0) ; 
par Q9 l’ensemble des Q,pourae A, par Q% l’ensemble des Q,pour ae 4®, 
par ©, l’ensemble des ©, pour a € 4,, et par Q l’ensemble des Q, pour a € À. 
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On a donc 


a= U9,= U 9°. 


n>1 1<i<k 
PROPOSITION 1. — Toute réalisation de £ s'étend à Ÿ, en un modèle de ©. 


Soit M une réalisation de Z, d’ensembles de base E:, …, E,. On définit 


‘la valeur a de a e À par récurrence sur le rang de a : supposons défini b pour 
chaque be [J 4,, de façon que @,, Q,, …, ©,_, soient satisfaits. 


<h 
Soit a A, : Ja formule A(x) telle que a = eA(x) est de rang n — 1, et par 
suite a une valeur A(x) dans la réalisation de Z LU 43 L + U 4, aïnsi définie. 
Si A) # Ÿ, il existe «me E, (i est le type de a) tel que x € A(x). On pose alors 
a = a; si A(X) = @ on pose a = un élément quelconque de E;. Dans les deux 
cas ©, qui est VxA(x) — A(a), est satisfaite. C. q. f. d. 


PROPOSITION 2. — Pour tout modèle M de Q, il existe un modèle canonique 
M, satisfaisant les mêmes formules closes de P, que M. 


Soit R un symbole relationnel à n variables, ou un symbole relationnel de 
type (à, …, à) de , et soit Ru la valeur qu’il prend dans la réalisation donnée 
M. On définit Rn,, valeur de R dans la réalisation M;, en posant 


Ra, = { (as, 4») ; la formule Ra, … a, est satisfaite dans M Fe 


(Si R est un symbole relationnel de type (ins cs M), Ayo, & Sont de types 
respectifs à, …, à, sinon Ra, … a, n’est pas une formule de ?). 


Soit F une formule close de Z,. On va montrer, par récurrence sur la 
longueur de F, qu’elle est simultanément satisfaite ou non satisfaite par M 
et M. C’est évident si Fest atomique par définition de M,. 


— Si F= — G, d’après l'hypothèse de récurrence, G est, par exemple, 
satisfaite par M et M, : donc F est non satisfaite par M et M. De même si 
F=G vV H. 


— SiF = VxG(x), supposons d’abord F satisfaite par M. Comme M satis- 
fait Q,M satisfait G(g), où g = eG(x): car @ contient la formule VxG(x) — G(g). 
D’après l’hypothèse de récurrence, M, satisfait aussi G(g) et donc satisfait F. 
Si maintenant Y ne satisfait pas F, M satisfait toutes les formules — G(a), 
où a décrit l’ensemble des symboles de constante de Z, de même type que x. 
D'après l’hypothèse de récurrence, M, satisfait aussi ces formules ; mais 
comme l’ensemble de base de type i de M, est l’ensemble des symboles de 
constante de type i de Z,, M, satisfait Ax — G(x), c’est-à-dire — F. 


C. q. f. d. 
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À chaque formule F de # 4, prénexe, close, associons un ensemble < F > 
de formules closes sans quantificateur de Z,, défini par récurrence sur la lon- 
gueur de F de la façon suivante : 


— si Fest sans quantificateur, { F > = { F } (ensemble réduit à F). 
— si Fest VxG(x), alors < F> = € G(g) ) où g = eG(). | 
— si Fest AxG(x), alors { F> = U { G(a) y, où a décrit l’ensemble des 


symboles de constante de , de même type que x. 


LEMME 2. — Tout modèle canonique de < F > satisfait F; tout modèle de 
(Q, F) satisfait { F > (autrement dit Q, F+-<F)). 


Démonstration par récurrence sur la longueur de F. Le lemme est évident 
si Fest sans quantificateur puisqu’alors { F> = {F}. 

Si F est VxG(x), soit M un modèle canonique de < FY, c’est-à-dire de 
{ G(g) }, avec g = eG(x). Comme G(g) est plus courte que F, M satisfait G(g), 
donc aussi F. D'autre part, ©, F + Q, VxG(x) — G(g), VxG{(x). Donc 
9, FH Q, G(g). D’après l'hypothèse de récurrence Q, G(g) + < G(g) > ce qui 
montre que Q, F+<F). 

Si Fest AxG(x), soit Pt un modèle canonique de { F> donc de [J { Ga) } 


(où a décrit l’ensemble des symboles de constante de Z, de même type que x). 
L'hypothèse de récurrence entraîne que M satisfait chacune des formules G(a) ; 
comme M est une réalisation canonique, elle satisfait AxG(x). D'autre part, 
-Q, FH A@, G(a) pour chaque symbole de constante 4 de même type que x. 
D’après l'hypothèse de récurrence, ©, G(a) + { G(a) } ; donc @, F + U { G(a)} 


c'est-à-dire Q, F+-<F). C. q.f. d. 


THÉORÈME 1 (THÉORÈME DE FINITUDE). — Si tout sous-ensemble fini d’un 
ensemble «# de formules closes de S a un modèle, «7 a un modèle. 


On peut supposer «7 formé de formules prénexes closes. Désignons alors 
par Z la réunion des < F > pour Fe «7. Soit U un sous-ensemble fini quelcon- 
que de Z; on a donc UF > LU: U<F,). Comme (F,,…..,F,) a un 
modèle par hypothèse, (Q, F,, …, F,) en a un (proposition 1), donc a un modèle 
canonique (proposition 2). Comme @, F;, + < F, > (lemme 2), ce modèle satis- 
fait <F, >, <F;, >, EF, ), donc aussi U. Tout sous-ensemble fini U de Z 
a donc un modèle canonique, donc aussi un modèle au sens du calcul proposi- 
tionnel construit sur les formules atomiques closes de , (lemme 1). Le théo- 
rème de finitude pour le calcul propositionnel montre alors que Z a un modèle 
au sens du calcul propositionnel, donc (lemme 1) un modèle canonique. Celui- 
ci satisfait < F > pour chaque Fe 7, donc satisfait «7 d’après le lemme 2. 


C. q. f. d. 


COROLLAIRE. — Soient I un ensemble totalement ordonné et (s;);., une 
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famille croissante d’ensembles de formules closes de 8 (<j=s#;< AÀ;). 
Si chaque s# ; possède un modèle, |] s4; en a un. 


iel 


at 


11 suffit en effet de montrer que tout sous-ensemble fini (F;, …, F,) de U #4; 


a un modèle. Or Fe; …, F, € #1, Si i, par exemple est le plus Habd. élé- 
ment de la suite (,,...,i,) on a (Fa. … F) € si, et donc (F:,….,F,) a un 
modèle. 

C. a. f. d. 


— A chaque formule F prénexe close de Z,, associons un sous-ensemble 
A(F) de 4, défini par récurrence sur la longueur de F de la façon suivante : 


— si Fest sans quantificateur, ÀA(F) = ®, 

— si Fest Vx G(x), alors A(F) = A(G(g)) LU { g } (où g = eG(x)). 

— si Fest AxG(x), alors A(F) = [ A(G(a)), où a décrit l’ensemble des sym- 
boles de constante de Z, de même "type que x. 


Désignons par Q(F) l’ensemble des formules ©, pour a € A(F). 


Le lemme suivant précise la deuxième partie du lemme 2 : 


LEMME 3. — Pour chaque formule F prénexe close de P,, < F > est consé- 
quence de (Q(F), F). 


Démonstration par récurrence sur la longueur de F. Le lemme est évident 
si Fest sans quantificateur, car Q(F) = pet£F>={F} 

Si Fest VxG(x), on a { F> = € G(g) }, avec g = eG(x). D’après l’hypothèse 
de récurrence, { F > est conséquence de Q{G{(g)), G(g). Or Q(F) contient 
Q(G(g)) et 9, ; de plus F, Q, + G(g). Donc Q(F), F+ € G(g)} et par suite 
Q(F), F+K y. 

Si Fest AxG(X), soit UE < F)} ; alors UE € G(a) ÿ pour un certain symbole 
de constante a de même type que x. D’après l’hypothèse de récurrence, 
Q(G(a)), G(a) + < G(a) }, donc Q(G(a)), G(a) + U. Comme OQ(F) = Q(G(a)) 
et que F + G(a), on a bien Q(F), F H U. 

C. q.f. d. 


LEMME 4. — Si F et G sont deux formules prénexes closes de Z, telles que 
A(F) n A(G) Z ®, Fet G ont les mêmes symboles relationnels et les mêmes types. 


Soit b € A(F) n A(G). Comme be 4, on a b = eB(x), pour une certaine 
formule B(x) à à une variable libre. On montre par récurrence sur la longueur de F, 
que F et B(x) ont les mêmes symboles relationnels et les mêmes types. 

F ne peut être sans quantificateur, sinon A(F) serait vide. Si F est VxG(x), 
comme beA(F) on a beA(G(g)) LU {g} (où g = eG(x)). Si be A(G(g)), 
d’après l'hypothèse de récurrence G(g) et B(x) ont les mêmes symboles rela- 
tionnels et les mêmes types, donc aussi F et B(x) ; si b = g alors B(x) = G(x) 
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{car & est biunivoque) donc F et B(x) ont les mêmes symboles relationnels et 
les mêmes types. | 

Si Fest AxG(x), comme b € A(F), on a b e A(G(a)) pour un certain symbole 
. de constante a de même type que x. D’après l'hypothèse de récurrence, G(a) 
et B(x) ont les mêmes symboles relationnels et les mêmes types, donc aussi F 
et B(x). 

On montre de même que Get B(x) ont les mêmes symboles relationnels et les 


mêmes types, donc aussi F et G. 
C. q.f. d. 


THÉORÈME 2 (THÉORÈME D’INTERPOLATION). — Soient F et G deux formules 
closes de ?, telles que F A G n’ait pas de modèle. Alors il existe une formule H 
de ©, dont les symboles relationnels et les types sont communs à F et à G, telle 
que F — Het G — — H soient deux théorèmes. 


Comme (F, G) n’a pas de modèle, { F > L € G > n’a pas de modèle canonique 
(lemme 2), donc est contradictoire au sens du calcul propositionnel construit 
sur les formules atomiques closes de .Z, (lemme 1). Le lemme d’interpolation 
pour ce calcul propositionnel donne alors une formule C de SZ,, close, sans 
quantificateur, dont les formules atomiques sont communes à {F>età{G», 
et telle que <F> Cet <G> + — C. Or les symboles relationnels et les 
types qui apparaissent dans € F} (resp. € G >) sont ceux de F (resp. G) comme 
on le voit immédiatement sur la définition de  F > et < G ». Il en résulte que 
les symboles relationnels et les types de C sont communs à F et à G. D’après le 
lemme 3, Q(F), F EC et Q(G), GH—cC. 

Si A(F) n A(G) # p, F et G ont les mêmes symboles relationnels et les 
mêmes types (lemme 4). Le théorème à démontrer est trivial dans ce cas : il 
suffit de poser H = F. On peut donc supposer A(F) n.A(G) = ®. 

D’après le théorème de finitude, on a : 

0...50,3 PE C (1) 


Qype vus My GE bn C (2) 


où da, …, a, sont des éléments distincts de A(F), et b;,…, b, des éléments 
distincts de A(G). Comme A(F) n A(G) = $ on a 


a Ab(<i<n;1<j<p). 


Soit a, par exemple l’un des éléments de rang maximum de l’ensemble 
{a:, …, an bi, …, b, }. Alors @,,, D, ..,Q,._,, Q,,, Q,,, …, @, ne contien- 
nent pas 4, Soit C,(z) la formule obtenue en remplaçant a, dans C par une 
variable z de même type. On a donc C = C;(a,) et par suite C + VzC;(2). 


Donc 
a 


a 


…, À Ft VzC:(2). 
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Or Q,,,.…. y F; VzC;(z) ne contiennent pas a,. D'autre part ©, s'écrit 
VxA(x) = A(a,), où A(x) ne contient pas a,. Donc 


Qu es Qu VYLVXAG) + AO) FH VzCi(2) , 
c’est-à-dire 
Qu vs Qo-i E + VZCi(z). (3) 
D'autre part : 
Qi D G Hi Cia) : 
Comme a, n’apparaît pas dans @,,, …, Q,,G,onen déduit : 
Op Op G H AZ — Ci). (4) 


On recommence cette opération à partir de (3) et (4) au lieu de (1) et (2) et ainsi 
de suite. On élimine ainsi une par une chaque formule 


Op D, A<i<n;1<ji<p). 
Au (n + p}-ième pas on obtient une formule A, qui a les mêmes symboles 
relationnels et les mêmes types que C, telle quF+-HetG+—#H. 
C. q.f. d. 
La définition et les deux lemmes qui suivent (lemmes 5 et 6) seront utilisés 
dans les chapitres suivants. 


Pour chaque a e À, nous désignerons par 6, l'intersection de tous les sous- 
ensembles X de Q ayant les propriétés suivantes : 


1) Q,eX, 
2) sibe4, et si b apparaît dans une formule de X, alors Q, € X. 


8, est donc le plus petit sous-ensemble de {2 ayant ces deux propriétés. 


LEMME 5. — Soient a;,.…,a, les éléments de À différents de a, qui appa- 
raissent dans ©. Alors 


0, = 8, LU Ou Ur LA, U {AR}. 


Il est clair que 0,, U + U 8,, U { Q, } a les propriétés 1 et 2 ci-dessus donc 
contient 8,. Mais inversement 0, contient @,, (1 & i < n) et donc 0, a les deux 
propriétés définissant 8, Donc 0, = 0,, et par suite 

Gt DU AU NO. C. q.f. d. 


On en déduit que 0, est un sous-ensemble fini de Q pour tout a e À : c’est évident 
siaeA, car alors 8, = { Q, }; ayant montré que 6, est fini pour tout a € À 
de rang < n, le lemme précédent montre que 8, est fini pour tout a € 4,. 


LEMME 6. — Soit F une formule close de Z,, a, …, a, les éléments de À qui 
y figurent. SiQTt-EF, alors 0, …,0,, + EF. 
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D’après le théorème de finitude il existe un sous-ensemble fini ©’ de Q tel 
que Q'+ F. Parmi les sous-ensembles finis de © contenant 6,,, …, 0,. et ayant 
F pour conséquence, soit 


9, = 8, Le CL a. U {A .. Q,, } 


un de ceux qui ont le plus petit nombre de formules. Supposons p # 0, et 
b;, …, b, rangés par ordre de rang non décroissant. Soit B,(x) la formule telle 
que eB,(x) = b,. Alors 


Bonus ses Ouns Aus eee Op, VXB,(X) + B(b,)+ F. 


Or b, n’apparaît pas dans 0,, (1 < i < n). Sinon d’après la définition de 0, 
on aurait Q, € 0,, et ©, serait superflu. D'autre part b, n'apparaît pas dans 
ps Q,,_,. Sinon, comme b, £ b;,…, b, # b,_,, le rang de b, serait stric- 
tement inférieur au rang de l’un des b; (1 & j < p — 1). Enfin b, n’apparaît 
pas dans F, car les seuls éléments de À qui figurent dans F sont a,, …, a, et on 
a déjà vu que b, ne peut être l’un d’eux. Il en résulte que 


Ons ces ans Qhss cs Op, VYLVXB,G) — Bt F. 
Donc 
Ours .. (20 Os …. (2/0 + F 


et cela contredit la propriété de minimum de @,. On a donc p = 0. 
C. q. f. d. 


Le calcul des prédicats à Æ types d’objets avec égalité. 


Un langage Z à & types d'objets est dit égalitaire si on a distingué un sym- 
bole relationnel E de Z à 2 variables (E e R(?). 

Æ étant un langage égalitaire, &, n étant deux variables ou symboles de 
constante (de types quelconques), la formule atomique Eën sera écrite € = n. 

Une réalisation de Z, l’ensembles de base U,, …., U, sera dite égalitaire 
si la valeur de Æ dans cette réalisation est la diagonale de (U, U ++ U U,}ÿ? 
(ensemble des couples (x, u) pour u e Ui LU + U U). 


Une formule close F est dite conséquence égalitaire d’un ensemble & de 
formules closes de Z (ce que nous écrirons 7 [= F, ou bien + F s’il n’y 
a pas de confusion possible), si toute réalisation égalitaire de Z qui satisfait 
satisfait aussi F. Une formule F de Z est appelée théorème égalitaire de Z 
si sa clôture est satisfaite par toutes les réalisations égalitaires de Z. 

Désignons par #4 l’ensemble des formules suivantes de Z qu’on appelle 
axiomes d'égalité pour & : 


19 Ax® (x® = x) pour chaque entier i(1 < i < k), où x est une variable 
de type à. 
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20 AxG AxG® AyG» A y Ex) = yg Are A x) = yGn 
ss … AY ; Ë 
À Rx x Un) + RyŸ9 pd] 
NX La 
pour chaque symbole relationnel R e R® (y compris E lorsque »n = 2), et 
pour chaque suite i,, …, ik, j1, …, j, de 2 n entiers compris entre 1 et K ; 
x. x), yO1 …., Un) sont des variables de types respectifs é1, …., in J1s + Jn- 
30 AxGD AxGr) A7 Apr Lx = 79 
… AS … AY; 
nu À xG0 = y À 5x... xG) — sp... yfn] 
pour chaque symbole relationnel S de type (, …, à); x{ et yf? sont des 
variables de type i. L 
Soit M un modèle de €7, d’ensembles de base U,,…., U,. La valeur En du 
symbole relationnel E dans ce modèle est le graphe d’une relation d’équiva- 
lence sur U, LU + LU U, : en effet 4. contient les formules : 


AxG° AxG2 A yG ASP px ÉD _ yg9 À x{2) 2 y92 
: x{) — x{2) ss ygn = y92] 


donc M satisfait ces formules. 

On déduit alors de Yt une réalisation égalitaire M’ de Z de la façon suivante : 
les ensembles de base de M’ sont les images de U;, …, U, dans l’application 
canonique de U, L + LU U, sur Us LU U U,jEm. Si c est un symbole de 
constante de Z, soit &m la valeur qu'il prend dans Ÿ ; alors sa valeur Cm 
dans M est la classe d'équivalence de cm pour la relation d’équivalence En. 

Si R est un symbole relationnel de Z (à n variables ou de type (4, …, i,)) dont 
la valeur dans Yt est Ra, on définit sa valeur Rw dans M’ comme l’image de 
Ra par l'application canonique de U, U ++ U U, sur Us LU + L Ui/Em. 

De la même façon qu’au chapitre 3, on montre que pour chaque formule À 
de , qui prend respectivement les valeurs Asn et Am dans Mt et M’, Am est 
saturée pour la relation d'équivalence Eu, et Am’ est l’image de Am par l’ap- 
plication canonique de U, LU + U U, sur U; U + LU U,/Em. 

En particulier si À est une formule close de Z, elle est simultanément satis- 
faite ou non satisfaite par M et M. 


PROPOSITION 3. — Pour qu’une formule close F de & soit conséquence égali- 
taire d’un ensemble «4 de formules closes de ?, il faut et il suffit que F soit consé- 
quence de {4,8 &). 


En effet si F est conséquence de (%, &4), tout modèle égalitaire de a satis- 
fait 64, donc satisfait F. Si F n’est pas conséquence de (#, & æ), il existe un 
modèle M de (%, 84) qui satisfait — F. Alors M’ est un modèle égalitaire de 
#4 qui satisfait — F, ce qui montre que F n’est pas conséquence égalitaire de . 

C. q.f. d. 
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Le théorème de finitude pour le calcul des prédicats à Æ types d’objets avec 
égalité se déduit du théorème de finitude pour le calcul des prédicats sans éga- 
lité (théorème 1) de la même façon qu’au chapitre 3. Il s’énonce : 


THÉORÈME 3. — Soit 4 un ensemble de formules closes du langage égali- 


taire S, dont tout sous-ensemble fini a un modèle égalitaire. Alors a a un 


modèle égalitaire. ; 
Le théorème d’interpolation pour le calcul des prédicats avec égalité s’énonce: 


THÉORÈME 4. — Soient F, G deux formules closes du langage égalitaire Ÿ, 
telles que F À G nait pas de modèle égalitaire. Alors il existe une formule close 
H de , dont les symboles relationnels (l'égalité mise à part) et les types sont 
communs à F et G, et telle que F — H et G — — H soient des théorèmes égali- 
taires. 

On prend pour .Z le langage de F À G ; soient Z, le langage formé des 
symboles et des types qui sont dans F sans être dans G, Z, le langage formé 
des symboles et des types communs à Fet à G, ,; le langage formé de symboles 
et des types qui sont dans G sans être dans F. 

Il suffit de montrer que (F, G, éviuz,, &g,vs.) n'a pas de modèle ; car, en 
appliquant le théorème d’interpolation aux formules #o,us, À F, Egve, À G, 
on obtient une formule H de ,, telle que 


Ego F + H et Egots GK; 


par suite F — H et G — — H sont des théorèmes égalitaires. 
Soit alors Mt un modèle de 


(F , G È Fpiv , Egrvss) ; 


désignons par V, (resp. V;, V3) la réunion des ensembles de base de M dont 
le type est dans Z, (resp. ,, P3). On définit un modèle M, de 


(F , G , CRAN » CPANTA) 


qui a les mêmes ensembles de base que M, de la façon suivante : soit R un 
symbole relationnel à n variables de Z(RE R®) qui prend la valeur Rm 
dans M ; alors sa valeur Rm, dans M, est par définition : 


Ra, = { (ui, 2, …, u) € (Vi U V2 LU V)"}; 


(1, …, u,) e Rmet u:, …, u, sont tous éléments de V, LU V, ou tous éléments 
de PV, U V3}. 

Si S est un symbole relationnel de Z de type (é,, …, à,) qui prend la valeur 
Sm dans M, on pose Sm, = Sn. (Remarquons que les types i,, …, i, de S 
appartiennent tous à Z, U , si S apparaît dans F, ou à Z, LU ZasisS 
apparaît dans G ; donc si(u;, …, u,) € Sim, U1, …, u, sont tous éléments de 
V, L V, ou tous éléments de V, LU Pa). 
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Il est clair que M et M, satisfont les mêmes formules de 7, U Z, et de 
0 3. Donc M, est un modèle de 


(F , G , give; , Egivts) G 


On définit une relation d’équivalence Ë sur V = Vi L Va U V, de la façon 
suivante : 


@GNEE + ((x, »)€ En) 
ou (xeV,,yeV, et 3zeV,, (x 2) eEm, et (y,2)e Em.) 
ou (x eV;,ye", et 2e V,,(x,2)e Em, et (7,27)E En.) ; 


Il est clair que Ë est réflexive et symétrique ; de plus c’est une relation d’équi- 
valence sur V4, U V, et Va U V, : car sur ces ensembles elle est identique à 
Em,, qui est une relation d'équivalence sur Vi L Pa puisque M, satisfait 
give» €t sur Va L V; puisque M; satisfait Pe,uz, Si (x, y) € Ë et (,2)e È 
et si, par exemple, x € V,,y € Va, € V,,ilexiste u, v € V, tels que (x, u),(u, y), 
(v, y), (z, v)'soient éléments de Em,. Comme Em, est une relation d'équivalence 
sur V, U V;ona (x, v) € Em, et donc (x, z) € Em, d’où (x, z)e E puisque 
x, ze V4. E est donc bien une relation d’équivalence sur V. 
Pour chaque symbole relationnel R à n variables (R e R®) on définit : 


R ou { (1, …, u,) € Le 


il existe (v1, …, v,) € PV”, avec (u1, vi) € Ë, … (ns Un) E Ë et (015, 0) € Ram, }. 
Pour chaque symbole relationnel S de type (,, …, i,) on pose 


$ = Sm, = Sm. 


Ë, les R et les S définissent une réalisation D? de Z qui a les mêmes ensembles 
de base que M et M. 


sh satisfait & 4 : Supposons que (U1, …, U,) € R (QùRE R£?) et que 
(ui, D) EË, «(y 0) EE ; 
alors, par définition de R, il existe (ui, …, 4) € Rm avec 
(u;, ui) € Ë, …., (u,, u}) € E; donc (#,v)e Ë, …, (u}, v,) € Ë 


et donc, par définition de R, (v,, …, v,) € R. Cela montre que les _axiomes 

d’égalité correspondant au symbole relationnel R sont satisfaits dans M. 
D'autre part si S est un symbole relationnel de type (1, …, i,) de , S appa- 

raît dans F par exemple. Les types i,, …,i, de S sont alors contenus dans 
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1 L 3. Donc l’axiome d'égalité pour S est satisfait par Mt, (M, satisfait 
&givs,) donc par M puisque S = Sm.. 

Si RERŸ et si u,,.….,u, eV, U Va (resp. V, U V:) alors 

(u,,..,u,)e R+ (1, …., u,)E Ram, . 

En effet si (1, …, u,) € Rm,, alors (w,, …, u,) € R ; inversement, si 

(,, …,u,) e R et si u,, …,u, € Vi LU Va, il existe v1, …, v, tels que 
(u;, ,)eEË, ss (ds v)eË et (vi, …., v,) e Ro, . 
D'où il résulte que 
Us ve WEMUVUW ou Vin ME UP, 


Si Vis + Un € Vi LU V,, comme (u;, v)eE, on a (u,, v;) e Em, ; puisque M, 
satisfait sus, On a alors (w,, …,u,) e Rm,. Supposons alors 


Vs es Un € V, LU V; : 


si v,€ Vs, comme (w;, v;) e E il existe w, e V, (avec peut-être w, = u;) tel que 
Gu;, wi) € Em, et (w;, vi) € Em, ; si v, € V, on prend w, = », et on a les mêmes 
relations. Comme M, satisfait Fev, et que (v1, …, v,) e Rm,, on a 


(W,, …, W,) € Ra, ; 


comme M, satisfait 2,07, on en déduit (4,, …, u,) € Rm,. Cela: démontre le 
résultat annoncé. 

Il en résulte que M et M, satisfont les mêmes formules de Z, LU F, et de 
V3 0 F3. Donc M satisfait F, G. Comme M satisfait 4, (F, G, 64) a un 
modèle, donc (proposition 3) F À G a un modèle égalitaire, contrairement à 
Phypothèse. C. q. f. d. 


Langages égalitaires à Æ types d’objets avec symboles fonctionnels. 


Nous nous bornerons dans ce paragraphe à donner les définitions et à énon- 
cer les théorèmes. Les démonstrations sont faites dans l’exercice 1. 


Un langage égalitaire Z, à k types d'objets avec symboles fonctionnels est 
par définition constitué par : 


1° k ensembles infinis disjoints P£? ,…., p®: y® (<< k)est l’ensemble 
des variables de type i de Z. 


20 Pour chaque entier n°> 0, un ensemble R$, dont les éléments sont appe- 
lés symboles relationnels à n variables (de type quelconque). De plus on sup- 
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pose que RŸ? Æ @ et qu’on a distingué un élément E de RŸ? appelé symbole 


d'égalité. 

30 Pour chaque suite (i,,…, 4) formée d’entiers compris entre Î et k, un 
ensemble S£'" dont les éléments sont appelés symboles relationnels de 
type (:, …,ë,) (ou symboles relationnels à n variables dont la première est de 
type i1,…,la n-ième de type à). 

4° Pour chaque suite (à, i,, …, à) formée d’entiers compris entre 1 et k, 
un ensemble F$'--"#" dont les éléments sont appelés symboles fonctionnels 
de type (à, i,, …, à) (ou symboles fonctionnels à # variables, la première de 
type é,, …, la n-ième de type i,, à valeurs de type à). 


Tous ces ensembles sont supposés disjoints deux à deux. 

On définit (voir exercice 1) l’ensemble T des termes de Z, qui se partage 
en 4 ensembles disjoints T1), …, T4 ; TÉ (1 <i<k) est l’ensemble des ter- 
mes de type i de Z. 


Les formules atomiques de Z sont de l’une des deux formes suivantes : 


Rt,.….t, où ReR® et r,,….,t, sont des termes de types quelconques ; 
en particulier la formule atomique Er, t, sera notée f1 = #2. 

Stf9 19), où S est un symbole relationnel de type (i,, …, à) et où 
1... 10) sont des termes de types respectifs ii, …, à. 

L'ensemble des formules de Z est alors l’ensemble des schémas fonctionnels 
construits avec ies formules atomiques comme symboles à O variable, — et 


Vx (pour chaque x e P£? U ++ U V@) comme symboles à 1 variable, V comme 
symbole à 2 variables. 

Une réalisation égalitaire de & est par définition constituée par : 

1) k ensembles non vides U,,…., U,; U;(1 < i < k) est appelé l’ensemble 
de base de type ÿ de la réalisation. 

20 Pour chaque entier n > 0 une application R — R de R® dans 

LU LU ++ VU U,)"]. 

On suppose de plus que E est la relation d'égalité sur U, U ++ LU U,, c’est- 
à-dire l’ensemble des couples (u, #) pour ue U, U + LU U,. 


30 Pour chaque suite (ë,, .,i,) d’entiers compris entre 1 et Æ une appli- 
cation S ++ 5 de S$"" dans BU; x + x U,). 


4 Pour chaque suite (i, i, …, à) d’entiers compris entre 1 et k, une appli- 
cation f —> f de F£'"-:"") dans l’ensemble des applications de U,, x + x U,, 
dans U.. 


a @) A 
Soit 6 un élément de U}* x ++ x UŸ*, c’est-à-dire une application de 
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ra) U + U V® dans U, U ++ LU U, telle que &(V#) & U, pour chaque 
iG<i<h). 

Al 5 se prolonge d’une façon naturelle en une application, notée aussi 6, 
de T dans U, LU ++ LU U,, telle que ô(T®) € UV, pour chaque i (1 < i< k) 
(voir exercice 1). 

La valeur F prise par une formule F de & dans la réalisation considérée est 

ao ) 
un sous-ensemble de U{* x + x UX*, qu’on définit par récurrence sur la 
longueur de F de la façon suivante : 

a) Si F est une formule atomique, elle s’écrit Rr, …f, avec Re R& ou 
Re S$"-"") ; la valeur F prise par Fest alors l’ensemble des 


ôe UY* X ++ X Ur* telles que (ô(4:), …, 8(4,)) € R. 


_bDFVG=FUG; —F= (CF; 
VxF = projection de F suivant la variable x (c’est l’ensemble des 
ée Ur X + x Ur* 

telles qu’il existe 6, e F, 6, étant égale à 6 pour toute variable de sauf 
peut-être x). 

On définit alors les énoncés : « la formule close F est satisfaite par la réali- 
sation M » et «la formule close F est conséquence de l’ensemble de formules 
closes 7 » de la même façon qu’au début de ce chapitre. 


Le théorème de finitude, sous la forme énoncée au théorème 3, reste vrai 


pour les langages avec symboles fonctionnels. Le théorème Sherpouon 
s’énonce : 


THÈORÈME 5. — Soient F, G deux formules closes du langage égalitaire £ à 
k types d’objets avec symboles fonctionnels. Si F À G n’a pas de modèle égali- 
taire, il existe une formule close H de #, dont les symboles relationnels (l'égalité 
mise à part), les symboles fonctionnels et les types, sont communs à F et G, et 
telle que F— H et G — — H soient des théorèmes égalitaires. 


Les démonstrations sont données dans l’exercice 1. 


Théorie des types. Calcul des prédicats d’ordre fini. 


Soit T le plus petit ensemble ayant les propriétés suivantes : 
10 0€T. 


29 Si Ti, T2, …, %, Sont des éléments de T, la suite ordonnée (+;, …, t,) est 
un élément de T. 


Les éléments de T sont appelés types. Si + est un type # 0, il existe des types 
Ti es Un tels Que T = (t:, .…, 7,) (puisque l’ensemble des types qui ont cette 
propriété satisfait les conditions 1 et 2 ci-dessus). L’entier n, et les types ti, …., t, 
sont évidemment déterminés de façon unique par le type . 
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Etant donné un type 7 Z 0 il existe un entier N > O0 ayant la propriété 
suivante : toute suite t,, …, t, de types # 0 telle que 7, = 7, et telle que pour 
tout 1 <i<k — 1), Tr, soit un des éléments de la suite constituant t;,, a 
une longueur Æ < N (l’ensemble des types pour lesquels il existe un tel entier 
satisfait les conditions 1 et 2 ci-dessus). Nous appellerons rang de + le plus 
petit de ces entiers N : c’est la longueur de la plus longue des suites ti, T2, …., Ty 
de types Z 0 tels que t, = t, et pour tout à (1 < à < k — 1) +; soit un des 
éléments de la suite constituant t,,1. 

Soit r(t) le rang du type rt 0. On pose r(0) = 0. On a immédiatement 
l'égalité : 

r(e) = 1 + sup [r(r;), …,r(r,)] pour r = (t:1,.…., 7). 


Etant donné un type 7, on appelle clôture transitive de x et on désigne par [x] 
le plus petit ensemble ayant les propriétés suivantes : 


l’refr]. 


2! Sir’ = (tr, …, 7,) e [r], alors t;, …, t, sont des éléments de [rt]. 
Il résulte de cette définition que si t = (ti, .…., t,), on a 


Er] = {r}ufalu- 0]; 


en effet [r] a les deux propriétés définissant [r;], donc [r] = [r;] et par suite : 


Ce] = {r}ulalu- url. 


Mais inversement {7 } U [r,] U + U [r,] a les deux propriétés définissant 
[r], donc le contient. Par suite [tr] est un sous-ensemble fini de T : d’après la 
propriété précédente, l’ensemble des types 7 tels que [r] soit un sous-ensemble 
fini de T a les deux propriétés définissant T, donc est identique à T. 


Tous les éléments de {r] différents de + ont un rang strictement inférieur à 
celui de 7. 


Démonstration immédiate par récurrence sur le rang de 7. 
On définit sur T une relation d’ordre en posant t < © si et seulement si r € [ol]. 


On a évidemment t < 7. Si rt < © et o < t les rangs de t et o sont égaux. 
Comme telolonart=s.Sios<rtetr<vwonacelv]: démonstration 
immédiate par récurrence sur le rang de v. 

On considère un langage égalitaire Z (au sens du chapitre 2, c’est-à-dire 
à un seul type d’objets) et on se donne deux familles d’ensembles (F°) et (2,) 
où t décrit l’ensemble des types non nuls ; les ensembles V* sont supposés 
infinis, disjoints deux à deux, et disjoints de Z. Les &, sont supposés distincts, 
et non éléments de Z LU [J V'. L'ensemble des variables de Z sera désigné 
par 0. in 

Pour chaque type +, nous désignerons par £° le langage égalitaire à plusieurs 
types d'objets avec symboles fonctionnels défini de la façon suivante : 
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— Les divers types d’objets de Z° sont les types ©, o & t. L'ensemble des 
variables de type o est °. 

— Les symboles fonctionnels de Z° sont les symboles fonctionnels de Z, 
considérés comme étant à variables et valeur de type 0. 


— Les symboles relationnels de Z° sont : 


1° Les symboles relationnels de Z, sauf le symbole d'égalité, considérés 
comme ayant toutes leurs variables de type 0 ; le symbole d'égalité de 7° est 
celui de Z. 


20 Les &, pour © £ 0, o < t; si o = (o,,…, 6,), &, est un symbole à n+1 
variables, la première de type o,, la seconde de type o,, …, la n-ième de 
type o,, la (n + l)-ième de type oc. 

Les variables de types © (c’est-à-dire les éléments de V°) seront écrites avec 
os en exposant (x°, y°, ….). 

Le type 0 est appelé aussi type des individus ; on dira par exemple variable 
d’individu pour variable de type 0. Le type (0, O0, …, 0) (suite de n zéros) est 
aussi appelé type des relations n-adiques (monadiques pour n = 1, dyadiques 
pour n = 2). Le type (0) est encore appelé type des ensembles d’individus, 
le type ((0)) type des ensembles d’ensembles d'individus, etc. 

Si a = (01, …, 6,) est un type < t la formule &, xf' x2° … x$" x° qui est une 
formule atomique de Z° sera aussi écrite dans la suite : (x1', …., x") &, x° 
ou encore (x, …, x9") & x°, 

Le langage .7° est désigné sous le nom de langage d'ordre + construit sur ?. 
Les formules de Z° sont appelées formules d’ordre + de Z. Il est clair que si 
r<t',on a Sc SP"; donc toute formule d’ordre + est aussi une formule 
d'ordre 1’. Les formules d’ordre O0 de Z sont les formules ordinaires de Z. 

Pour chaque type 7 nous désignerons par #, l’ensemble des formules d’ordrer 
suivantes : 


A AGE" # xŸ) (pour a, B<Tt; «x # B) 
AX° APTAXT AT. AT GE, 67) 8 x (x, x) & y] — x° = y] 


(pour chaque type « < T avec « = (x1, …, æ,)). (Cette formule est appelée 
axiome d’extensionnalité d’ordre «). 


Une réalisation d'ordre t de S ou encore 1-réalisation est par définition une 
réalisation égalitaire de .Z° satisfaisant #.. Une réalisation d’ordre O0 de 
est donc une réalisation de au sens ordinaire. Les ensembles de base E,(o < t) 
d’une réalisation d’ordre t de Z sont donc disjoints. Si o = (01, …, 6,) et si 
aeE,, un élément (a,,…,a,) de E,, x ++ x E,, tel que (a:,…, a, à) Et 
(valeur de &, dans la réalisation considérée) sera appelé « élément » de a dans 
cette réalisation. D’après les axiomes d’extensionnalité, deux éléments a, b 
de E, qui ont les mêmes « éléments » sont identiques. 

Soit St, une réalisation d’ordre + de Z (c’est-à-dire un modèle de Z.,), 
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d’ensembles de base E, (o <& t). Il est clair que si +’ < 7 la restriction de M° 
au langage Z° et aux ensembles de base E, (a < 7’) est un modèle de #,, 
c’est-à-dire une réalisation M d’ordre t’ de Z. M est appelé réalisation 
d’ordre +’ induite par M, et M est dite construite sur M’. En particulier pour 
z' = 0, on voit que chaque réalisation d’ordre + induit une réalisation ordi- 
naire de Z sur laquelle elle est construite. 


THÉORÈME. — Soit Mt une réalisation (d’ordre 0) de #. II existe une réalisa- 
tion WE d’ordre t de S, et une seule à un isomorphisme près ayant les propriétés 
suivantes : 


19 M° est construite sur M. 


20 Toute réalisation N° d'ordre t de & construite sur M se plonge dans W 
en conservant chaque élément de M. 
M est appelée réalisation principale d'ordre + construite sur M. 


Soit E, l’ensemble de base de M. On définit E, ensemble de base de type o 
de D, par récurrence sur le rang de o, de la façon suivante : si o = (1, …, 6,), 
E, est un ensemble disjoint de tous les E, déjà définis, et tels que 


card (E,) = 2°%%Œe1* "7 XEon) 
. : 


Il existe donc une bijection y, de E, sur $(E,, x : x E,,). On définit &, 
(valeur de &, dans I°) en posant €, = { (41, 4, 4); aeE,,.…,4a,€E,, ; 
aeE,; (@,.…, a)eoç.(a)}. Les «éléments» de aeE, dans M sont donc 
les éléments de @,(a). Comme , est une bijection, on voit immédiatement que 
l’axiome d’extensionnalité d’ordre © est satisfait. On a donc défini une réali- 
sation M d’ordre : de Z, construite sur Y, si on donne pour valeur aux sym- 
boles fonctionnels de Z et aux symboles relationnels différents de &, celle 
qu’ils avaient dans MW. 

Soit N° une réalisation d’ordre rt de , construite sur M, et F, (a < +) ses 
ensembles de base. On a donc F, = ÆE,. On définit par récurrence sur le rang 
de © une injection à, de F, dans E, : à, est l’identité ; si & = (01, …, 0,), pour 
tout aeF, soit 


a={(a,…,a)er,x.xF.; (4 …, 4) est un «élément » de a dans N°}. 


D’après l’axiome d’extensionnalité d’ordre o, l’application a — ‘a est une 
injection de F, dans 


PF, , xx F,). 
Des injections 
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déjà définies d’après l’hypothèse de récurrence on déduit une injection j : 
PE, x x EF) BCE, x: xE,,). 


On pose i (a) = @;'o j@) : i, est bien une injection car c’est une composée 
d’injections. D’après sa définition il est clair que (a,, …, a,) est un « élément » 
de a dans %° si et seulement si (i,,(a,), …., i,,(a,)) est un « élément » de i,(a) 
dans M. L'ensemble des applications i,(o & t) constitue donc un plongement 
de R° dans M° qui conserve M. 

La réalisation M° satisfait donc les conditions du théorème. Soit N° une 
autre réalisation d’ensembles de base F, (a < t), satisfaisant ces conditions. 
Alors, en particulier M° se plonge dans %° par une injection i qui conserve 
chaque élément de E, = F, (ensemble de base de M) et qui est compatible 
avec les valeurs des &, dans M° et N°. 

Soit o& = (0:,...,o,) un type de rang minimum pour lequel à n’est pas un 
isomorphisme ; comme À est une injection, il y a un élément b de F, qui n’est 
l’image d’aucun élément de Æ,. Les « éléments » de b dans N° sont de la forme 
(b;, …, b,), avec be F,,, …., b,e F.. Comme 06, < o (1 <k< n) il existe 
aeE,,…, 4er, tels que ia) = b, pour 1 < k < n. D’après la construc- 
tion de M°, on peut définir ae E, en posant 


a= ps {7 b,,..,i tb); (bi, …, b,) est un «élément » de b dans N°}. 


Alors i(a) et b ont les mêmes «éléments » dans N°, ce qui contredit l’axiome 

d’extensionnalité. 
C. q.f. d. 

Remarque. — En général, une réalisation non principale R° construite sur M 
peut se plonger de plusieurs façons dans la réalisation principale M°. Par exem- 
ple si Eo = {0,1}, Fo = {{0}}, Foy = { { {0 }}}, l'application sui- 
vante constitue un plongement de J(0) ans M0 distinct de l’application 
identique : 


00, 11, {0}—{0}, {{0}}—{{0} {1}}. 


En effet { {0 }, {1 } } n’a pas d’autre « élément » dans HV que { 0 }. 

Le plongement particulier À, (o < t) construit dans la démonstration du 
théorème sera appelé plongement canonique de W° dans M. 

Supposons maintenant le langage réduit au seul symbole =. Une réali- 
sation de Z est alors simplement la donnée d’un ensemble E  @. Nous 
désignerons par M'(E) la réalisation principale d’ordre + construite sur E ; 
on l'appelle aussi échelle des types simples < x sur l’ensemble E (l’adjectif 
«simples » exprime que les ensembles de base des divers types sont disjoints 
deux à deux). Toute réalisation R'(E) d’ordre z construite sur Æ se plonge 
canoniquement dans M'(E) d’après le théorème précédent. 

Soient Æ, F deux ensembles non vides, tels que £ & F. Il est clair que toute 
réalisation d’ordre + construite sur Æ, et en particulier la réalisation principale 


5. CALCUL DES PRÉDICATS À PLUSIEURS TYPES D’OBJETS 95 


M'(E) devient une réalisation d’ordre + construite sur E si on ajoute F — E à 
l’ensemble de base de type 0 de M'(E). D’où un plongement canonique de 
ME) dans M'(F) qui prolonge l’injection de E dans F. Soient alors RE) 
et R'(F) deux réalisations d’ordre t construites respectivement sur Æ et 
sur F, On a les 3 injections canoniques «, B, y : 


RCE) + ME) 5 MF) 
RF) + MF) . 
On dira que R{(F) est une t-extension de R'(E) si et seulement si yR‘(F) est 
une extension (au sens des réalisations du langage #°) de BaR'(E). 
Soient maintenant E et F deux ensembles tels que E n F # @, et soient 
R'(E), R(F) deux réalisations d’ordre + construites respectivement sur E et sur 


F.W(E n F) étant la réalisation principale d’ordre 7 construite surEn F, on a 
les injections canoniques æ,, Pi, &2, B2 : 

RE) + MCE) & ME NF) 

RUF) 2 MF) É ME NF). 

On appelle t-intersection de R'(E) et R'(F) la réalisation R'(E Nn F)d’ordre r 
construite sur En EF, définie de la façon suivante : R'(E Nn F) est une sous- 
réalisation de MCE n F); si ÉEM(E n F), alors £ e RE N F) si et seule- 
ment si BéeaR'(E) et BË ea R(F). 

Ces deux définitions s’étendent aisément au cas général où est un langage 
égalitaire à un seul type d’objets. En effet si M est une réalisation de  d’ensem- 
ble de base E, la donnée d’une réalisation d’ordre x construite sur M équivaut 
à la donnée de M et d’une réalisation R'(E) d’ordre + construite sur E. Donc, 
étant données M et N, réalisations de .Z d’ensembles de base respectifs E et F, 
soient (I, R'(E))et (N, R(F)) deux réalisations d’ordre + de Z construites res- 
pectivement sur Wet . On dira que (9, R(F)) est une t-extension de (M, R° (E)) 
si et seulement si M est une extension de Mt et R'(F) une r-extension de R'(E). 

Si M et N coïncident sur E n F, supposé non vide, (c’est-à-dire si les valeurs 
des symboles relationnels et fonctionnels de Z dans M et coïncident sur 
EnF),M n R est une réalisation de Z d’ensemble de base E n F. On appelle 
r-intersection de (M, R°(E)) et de (N, R(F)) la réalisation d’ordre r de Z cons- 
truite sur Mt n À donnée par le couple (MnN, RE N F)) où RE NF) 
est la v-intersection de R'(E) et R(F). 


EXERCICES 


1. (Langages à k types d’objets avec symboles fonctionnels.) 


jo Donner une définition des ensembles de termes T4), …, T® 
de ?, langage à k types d’objets avec symboles fonctionnels. Montrer 
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qu’étant donnée une réalisation égalitaire de .Z, d’ensembles de base 
: : 


U;,.…… Us, chaque élément 6 de uY* re UY F se prolonge d’une 
façon et d’une seule en une application $ de T® dans U, (pour chaque 
i, 1 <i< K), ayant les propriétés suivantes : 

a) x) = 6(x®) pour chaque variable x®. 

b) À ft ut) = f (te), en ô(t)) pour chaque symbok fonction- 
nel f de type (, à, … i,) et chaque suite de termes #,, …, #, de types res- 
pectifs i,,.…., 1. 


2° On désigne par Z, le langage égalitaire à k types d’objets sans 
symboles fonctionnels, ayant tous les symboles relationnels de Z (avec 
le même nombre de variables et les mêmes types) et qui, pour chaque 
symbole fonctionnel f de type (i, i,, …,i,) de Z, possède un symbole 
relationnel S, de type (i, i,, …, i,). Les symboles S; sont supposés dis- 
tincts entre eux, et distincts des précédents. À chaque formule F de Z, 
correspond une formule F* de Z, obtenue en substituant à chaque 
formule atomique de la forme S'; x x. xûn) qui apparaît dans F, 
la formule x® = fxti) x), 

Montrer que pour toute formule & de , il existe une formule équi- 
valente de ?, qui a les mêmes symboles relationnels (légalité mise à part) 
et fonctionnels, et les mêmes types que ®, et qui est de la forme F*. 


3° On désigne par æQ l’ensemble des formules suivantes de Z, : 
AE. AxG VOS, xD xG) Gin), 
AXE. AxG AxO APOLS, x x... xG) À 
AS; y xf0 x, x 2 07. 


pour chaque symbole fonctionnel f (de type (ë, à, …, i)) de Z. Etablir 
une correspondance biunivoque entre les modèles égalitaires de æ, et 
les réalisations de , telle que si M est une réalisation de Z, M, le modèle 
correspondant de æ,, et F une formule close de Z,, alors F est satisfaite 
par Ÿ, si et seulement si F* l’est par M. 

En déduire le théorème de finitude et le théorème d’interpolation pour 
le langage Z. 


Solution : 


1° Soit Z l’ensemble des schémas fonctionnels construits à l’aide des 
éléments de VE? U + U FŸ comme symboles à 0 variables, et des élé- 
ments de F$%"# comme symboles à n variables (pour chaque suite 
î, li, …, à d’entiers compris entre 1 et &). 

Un élément € de Z sera dit de type i si € e V® ou si é commence par 
un symbole fonctionnel f e F$'"-""#"? (symbole fonctionnel à valeurs de 
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type i). Désignons par Z® l’ensemble des schémas de type i. Alors les 
Z sont disjoints deux à deux et on a Z = Z® U + U Z®, 

On définit une application J de Z dans {0, 1 } par récurrence sur la 
longueur de la façon suivante : 

— J(x) = 1 pour chaque variable x de Z ; 

— siéeZ, € s'écrit d’une façon et d’une seule sous la forme fé: ra 
avec f € Fri) et €, 6, e Z (sauf si € est une variable, cas que 
l’on vient d'examiner). On pose alors : 

JE) = 1 si J(E,) = «+ = J(É,) = L, et si &1, …, &, sont de types respec- 
tifs i,,.…., ie 

J(E) = 0 sinon. 

L'ensemble T des termes de Z est par définition l’ensemble des & eZ 
tels que J(£) = 1. L'ensemble T'Ÿ des termes de type ide Z est T n Z, 
c’est-à-dire l’ensemble des termes qui commencent par un symbole fonc- 
tionnel à valeur de type i. 

— Pour que t soitun terme de type i, il faut et il suffit qu’il soit une variable 
de type i, ou que t = ft; .…t, avec f e EYiirin), liy l étant des 
termes .de types respectifs in, .…, i33 f, fs, 1, SOnt alors déterminés de 
façon unique. 


Car site TŸ,onateZ, donc t est une variable, ou bien 
= (iisnin) 
t=ft.t,, avec feTS et t1,..,1,€Z. 


De plus f, t1,.,t, sont déterminés de façon unique (Préliminaires). 
Comme J(t) = 1, on a 


J(t:) RE J(t,) = Î ’ 


ce qui montre que f1, …, {, sont des termes de types respectifs é1, …, à. 
Inversement si #,, …, , sont des termes de types respectifs i,, …, à, et si 
f e Fi") alors fr, … t, est un terme de type à puisque J(fr, … #,) = 1. 

— Soit alors St une réalisation de , d’ensembles de base U;, …, U,. 
Pour chaque f € Fist), soit f sa valeur dans M :f est une application 
de U,, x + x U,, dans U,. Donnons-nous une application 6, qui pour 
chaque i (1 < i < k) envoie V® dans U,. On définit le prolongement ô 
de 6 à l’ensemble destermes, par récurrence sur la longueur: sit = ft; ….t, 
est un terme de type à (avec fe F$h"") 1e TO), 1, e TO), 
alors 


&o = Fu), …, 5). 


On vérifie immédiatement que ce prolongement est une application de 
T® dans U, pour chaque i (1 < i < k) quisatisfait la condition imposée. 
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2° Supposons que ® soit une formule atomique de & de la forme 
x® = 1%, où x° est une variable de type i et 1%) un terme de type i. On 
montre par récurrence sur la longueur de # que ® équivaut à une formule 
de la forme F*. C’est évident si #® est de longueur 1 : car alors ® est 
soit une variable, soit un symbole de constante de type i. 

Si 1% est de longueur y > 1,ona 


10 = ft . fin), avec fe Fitssin) , 


149, …., 109 étant des termes de types respectifs i,, …, à. Alors x = #@ 
équivaut à 


VxÉ 0. VxGnipr Go 2 46) À À x Gin) = y) À x OÙ = fx. x, 
Par hypothèse 
xf0 2 10. xG 2 fin 
sont respectivement équivalentes à FF, …, F* ; donc x(° = #() équivaut à 
VX. VaGnFE À ee À FÈ OA x = fxfo . xG)], 
c’est-à-dire à F*, où Fest la formule de &, : 
VU. VaOnLF, Ace A F, À S$ x x. xt]. 


De plus les symboles fonctionnels et les types qui apparaissent dans la 
formule x = #® sont ceux qui apparaissent dans les formules 


af 2 D x 2 100 GO 2 ff. x : 
D’après hypothèse de récurrence, ce sont ceux qui apparaissent dans 
Ft, F3, x0 = fx). xGn), 


donc ceux qui figurent dans F*, 
— Soit maintenant ® une formule atomique quelconque de Z. & s’écrit 


Rt{9 1), où R est un symbole relationnel à n variables 
(RERS ou ReSgr#") et 11), in) 


sont des termes de types respectifs à i,, …, à. 
Alors & équivaut à 


Vaf Va (0 2 HD ju À O2 400 À Ra x O0] | 
Comme xf9 — {1 équivaut à F7, ..., xQn) = lin) équivaut à FX, 
équivaut à F* où Fest la formule 


VX. VxGCF, À ue À EF, À Rx. x], 
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De plus les symboles relationnels et fonctionnels, et les types de F* sont 
ceux de ® (l'égalité mise à part). On montre alors, par récurrence sur 
la longueur de ®, que toute formule & de équivaut à une formule F* 
qui a les mêmes symboles relationnels et fonctionnels et les mêmes types 
que D : si ® = D, v ®,, ®, et ®, sont respectivement équivalentes à 
F* et F*, donc ® équivaut à F V F3, c’est-à-dire à (F, v F,)*; même 
démonstration si ® = — ®,, ou si ® = Vx:. 


30 Si M, est un modèle égalitaire de 0, d’ensembles de base U,, …, U,, 
et f un symbole fonctionnel de de type (i, i,…, à), la valeur de S, 
dans M, est le graphe d’une application de U;, x: x U;, dans U:. 
D'où une réalisation M de ., qui a les mêmes ensembles de base. Il est 
clair que toute réalisation de Z est ainsi obtenue, et qu’une formule F 
de Z, est satisfaite dans M, si et seulement si F* est satisfaite par JM. 

_— Soit alors Z un ensemble de formules closes de Z tel que tout sous- 
ensemble fini ait un modèle. On peut supposer que chaque formule de 3 
est de la forme F* où Fest une formule de 3, (d’après la 29 question). 
Soit #, l’ensemble des formules F de Z, telles que F*e@.Si{F,,….,8,} 


est un sous-ensemble fini de Æo, { F4, …, Fÿ }a un modèle par hypothèse, 
ce qui montre que (0, F1, …, F,) a un modèle. Le théorème de finitude 
pour le langage Z, montre alors que (#5, æ,) a un modèle M. La 
réalisation M de Z qui correspond à M, satisfait Z. Cela montre le 
théorème de finitude pour le langage Z. 

Soient maintenant F, G deux formules de Z telles que F À G n'ait pas 
de modèle. Il existe deux formules À et B de #, telles que A* (resp. B*) 
soit équivalente à F (resp. G) et ait les mêmes symboles relationnels 
(légalité mise à part) les mêmes symboles fonctionnels et les mêmes 
types que F (resp. G). Soient &, le sous-ensemble de 37, qui correspond 
aux symboles fonctionnels qui figurent dans A*, #4, celui qui correspond 
aux symboles fonctionnels de B*. Les types qui figurent dans æ; 
(resp. 42) figurent aussi dans 4* (resp. B*). 

Comme A* À B* n’a pas de modèle, (4, B, æ,, «4,) n’en a pas non 
plus. Le théorème d’interpolation pour le langage égalitaire ,, appliqué 
aux formules 4, À 4,4, À B, donne une formule H dont les symboles 
relationnels et les types sont communs à 4 et B et telle que #1, A+ H; 
#,Bt+- — H.Onen déduit que 4* + H* et B* + — H*; donc F + H* 
et Gt — H*. Cela montre le théorème d’interpolation pour le langage ?, 


(Relation entre les méthodes des chapitres 2 et 5). 

Soit Z un langage à un seul type d’objets, sans symboles fonctionnels. 
On définit Z, et Q de la façon indiquée dans ce chapitre. Soit F une for- 
mule de ?, Êla formule universelle construite à partir de F, au chapitre 2. 
Le langage de Ê est donc celui de F augmenté d’un nombre fini de sym- 
boles fonctionnels @1, …, Om. 
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Définir des fonctions f, …, f,, sur À, ayant respectivement le même nom- 
bre d'arguments que ;, …, p,. et telles que, si M est un modèle cano- 
nique de ©, et si on le complète en une réalisation de LP) en donnant 
les valeurs respectives fi, ….,f, aux symboles fonctionnels Pas es Dm 


on ait F = F dans la réalisation ainsi obtenue. 


Solution. * 


On suppose que F est une formule prénexe de Z (non forcément close) 
et on définit l’ensemble {f,, ….,f,, } par récurrence sur le nombre de 
quantificateurs de F. Si F est sans quantificateur, F = F, etil n’y a rien à 
définir. 

— SiF = AxG(x, x,, …,x,), on a Ê = AxG. Les symboles fonction- 
nels D, Pn de Ê sont donc ceux de 6, et on leur donne les valeurs 


is fn qui ont déjà été définies pour G, On a bien À = F, puisque G=G. 
— Si F= VxG(x, x, …, x,), soient @:, …,o, les symboles fonctionnels 
de G. Alors 


F = G(px: XXe Xe) 


où @ est un nouveau symbole fonctionnel à # variables. On donne à 
Pis + Pm leS Valeurs fi, …, f,, qui ont déjà été définies pour G. Et on défi- 
nit f par 


Fa, …., 4) = 8G(x, a, …, a) 


pour d;,…, a, € À. 
Alors 


(a1, …, 4,)€ fe (fa, …, a), a1, …, a,)e ê 
< (f(a:,…,a,),a;,.…,a,)eG, puisque C6. 
Donc 
(ai, …, a,)€ Fe MP satisfait G(a, a,, …, a,), 


avec a = eG(x, a, …, @). 
Comme Yi satisfait © on a donc 


(a, a)eP< Msatisfait VxG(x, a, … a) 
et donc F = F. 


Compléments au théorème d’uniformité (pour le calcul des prédicats à 
plusieurs types de variables avec symboles fonctionnels). 


a) Montrer que, si Vx, … Vx, 4, À sans quantificateur est valide, alors 
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il existe une suite de n-uplets [CAE 19) <i<p) de termes du 
langage de 4, 1 étant du même type que x; (1 <i< p,1 < j < n), 
telle que 4, v : v À, soit valide, 4; étant obtenue en remplaçant x; 
dans À par t{”. 

b) En déduire que, si Z’ est un ensemble de formules prénexes dont 
tous les quantificateurs sont universels et si la formule existentielle E 
est conséquence de Ÿ”, alors il existe une formule À sans quantificateur 
telle que Ÿ' + Aet À —+E. 

c) Déduire de b) que si # est un ensemble de formules universelles, si 
U est une formule universelle et si # +- (U + E) alors il existe une for- 
mule B sans quantificateurs telle que # + (U+ B) et Y L(B + E). 


Solution. 


a) On considère les réalisations canoniques du langage de À ; alors 
l’ensemble de base de type p est l’ensemble de tous les termes de type p 
de & sans variable. (Si Z ne contient pas de symbole de constante on 
considère tous les termes de type p de Z L {a} où a est un nouveau 
symbole de constante). Puisque Vx, … Vx, 4 est un théorème, l’ensemble 
des formules { — 4,, — 4), … } n’a pas de modèle canonique. D'après le 
théorème de finitude pour le calcul propositionnel il existe donc un gq 
tel que 


— AA — A4 AT A — 4, 


n’a pas de modèle, et par conséquent 4, V 4, V ** VA, est un théo- 
rème. 


b) D’après le théorème de finitude il existe un sous-ensemble fini 
%, de ' tel que Y, HE. La conjonction des formules de 4; équivaut à 
une formule universelle, soit Ay, … Ay, C. SiE = Vz; … Vz, D (Cet D 
sans quantificateurs), 


Va ee Vs Vzi ee Vz(— C V D) 
est un théorème. D’après a), une formule de la forme 
va vv-CGvDi ve VD, 
est un théorème. On prend D, v ++ v D, pour 4. Puisque 
1 Ayi A, C — (Ci À 7 À Co 
et 
YU AY. A7, C, 
on voit que 
WU Di VV D) ; 
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puisque D; E pour tout à (1 <i< q), (D; VV D,) + E est 
valide. 


c) On prend #' = # L { U } dans b). Puisque #’ L-E, le b) donne 
une formule À qu’on prend pour B. Alors #’ + Bet donc Y +- (U — B); 
B — E est un théorème et donc Y E(U + B), 4 H(E + B). 


Compléments au lemme d’interpolation (pour un langage Z à plusieurs 
types de variables avec symboles fonctionnels). 

Soient U = Ax,.… Ax,, À et E = Vy, ….Vy, B, où À et B sont deux for- 
mules de sans quantificateurs, telles qu'aucune variable y ne figure 
dans À et aucune variable x ne figure dans B. 

a) Déduire du lemme d’interpolation pour le calcul propositionnel 
construit sur les formules atomiques de Z que, si E — U est un théorème, 
il existe une formule sans quantificateur C telle que E— Cet CU 
soient des théorèmes. 

b) Soient F et G deux formules closes de Z telles que F — G soit valide. 
Déduire du lemme d’interpolation qu’il existe une formule H telle que 
P(H) € P(F)n P(G) et F — H et H — G soient des théorèmes. 

c) Trouver deux formules F et G d’un langage égalitaire telles que 
+ (F — @), G ne contient pas le symbole =, et telles qu’il n’existe aucune 
formule H ne contenant pas =, avec 


P(H) € P(F)n F(G),+ (F- H) et + (H > G). 


Solution. — a) Puisque HE — U, la formule B — À est valide au 
sens du calcul propositionnel. Alors il existe une formule C construite 
sur les formules atomiques communes aux formules À et B telle que 
B — Cet C — À soient des théorèmes. Par conséquent C ne contient que 
les variables communes à 4 et B, en particulier C ne contient ni les 
variables x, ni les variables y. Par conséquent Vy, … Vy, B — C et 
C'— Ax;,… Ax, À sont des théorèmes ce qui est le résultat cherché. (Par 
contre, si À et B sont deux formules du calcul des prédicats et + B — À, il 
n'existe pas forcément une C telle que + B — C, + C — À qui ne contienne 
que les variables communes à B et À : p.ex. B = Rx et À = VyRy.) 

b) D’après le lemme d’interpolation, il existe une formule H qui ne 
contient que les symboles relationnels et les symboles fonctionnels com- 
muns à Z(F) n Z(G) telle que + F + H, H H — G. Supposons que H 
contienne une constante c qui ne figure pas dans F; si u est une variable 
qui ne figure pas dans H et si H' est obtenue en remplaçant c par u dans H 
alors -F— AuH' et + AuH' — G. Si la constante c ne figure pas dans 
G, alors + VuH' — G,et + F- VuH'. On élimine ainsi dans H toutes 
les constantes qui ne sont pas communes aux deux formules F et G. 

c) Soit F la formule Ax Ay(x = y). Alors F — (AxPx v Ax — Px) 
est satisfaite (P est un symbole relationnel à un seul argument). Une 
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formule A satisfaisant les conditions de (c) serait ou bien T ou bien L 
ce qui est absurde. 


Pour tout entier n on définit le type pur d’ordre n par récurrence : O est 
le type des individus et n + 1 = (n). Pour n > 0, si o e [nl], alors o est 
aussi un type pur m < n, et le symbole relationnel &, a deux arguments. 
Si .Z est un langage du premier ordre à un seul type de variable (et ne 
contenant pas le symbole &), et sin > 1, #° est obtenu en ajoutant à # 
le symbole relationnel & à deux variables et n — 1 types de variables 
(1,2,..,n — 1). 

Pour tout entier n > 0, on notera S, (axiome de l’échelle des types < n 
purs et simples) la conjonction des formules suivantes de Poùi<n, 
j < n, et où les variables x, y, z ont respectivement les types i, j, j, pour 
tout couple (i, j) : 


Ax Ay — x = y, où i < j (types simples), 

Ax Ay—xey,oùj Æit+l, 

Ay Az[Ax(xey <> xez) — y = z] où j = i + 1 (extensionnalité). 

On àotera S° la conjonction de S, et des formules Ay Vx(x & y) pour 
tout i < net j = i + 1 (tout ensemble vide est de type 0). 

On notera C, (axiome de l'échelle des types < #7 cumulatifs) la con- 
jonction des formules suivantes où les variables x, y, z ont respectivement 
les types i, j, k, pour tout couple (i, j) : 

Ax Vy(y = x) où j > i (types cumulatifs), 

Ax Ay Vzxeyz=x), oùi>zjetij=k+l, 

Ay(AxTx 87 — Vz = x)] + Vx(x = y)), où j=it+leti=k+l, 

Ax Ay —1xe y, où j = 0, 

Ax AyIAGEexezey)-x= 7], où k + 1 = max (à j). 

a) Montrer comment passer (i) d’une (# — 1) réalisation de Z à un 


modèle de S, (et inversement), (ii) d’un modèle de S? à un modèle de C, 
(mais non inversement). 

b) (Couples ordonnés de types simples). Pour tout couple d’entiers 
(i, j) trouver une formule M;,; à trois variables de type i, j, k respective- 
ment avec £ = 2 + max (i, j), telle que M, ; soit une injection de E;XE,; 
dans £, pour toute réalisation de Z°(n > k), dont les ensembles de base 
de type i, j, k sont respectivement E;, E,, E;, satisfaisant S, et la 
conjonction des formules suivantes : 


Ax Ay VzAu[uezæGu=xvuz=y)], 


où x, y, u sont de type r < k, z de type r + 1(< n) (existence de cou- 
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ples). En déduire une injection de Æ;, x ++ x E;, dans E,, où 
k = N, (ii, à) 
N, étant définie par : 
N; (is 2) = 2 + max (i,, i), 
Np+1 (1: ……., ip+1) = N2 (:, N;, .…… + 1) ) . 


c) (Réduction des types finis aux types simples). Soit N la fonction 
définie sur l’ensemble T des types finis, en posant 


NO=0,No = 1 + No, sio = (01) 
No =1+N,(No;,…., No,) si o = (01,...,0,), 
où N, est la fonction définie au b). Pour tout type fini 
O = (01, .…, O3) 


trouver une formule M, de .Z(°N9) à 2 variables telle que M, soit une 
injection de l’ensemble de base Æ, dans E,, pour toute réalisation prin- 
cipale de Z'(o efr], Noefr]). 


Solution. 


a) () On prend pour xey la disjonction des formules de Z” 
Vx; Vx;41(x = X AY Xjy1 À Xi Ex Xi+1), avec O<i+l<n ; 


où x, est variable de type i. Si Es, …, E,_, sont les ensembles de base 
d’une réalisation de Z”, (Eo, …, E,-;, €) est un modèle de S,. Inverse- 
ment, d’un modèle (Es, …, E,-1, e) de S, on déduit une n-réalisation de 
P" en posant x6,:,y = xey pourvu que x et y soïent deux variables 
de type i, resp. i + 1. 


(ii) Soit (Eos En-1s €) un modèle de SŸ. Si 
Es = Eo, Ent1 = En U Em+1 (M < n), 

on a Æ >E; (Gi >j); pour tout xeE,(m < n) il existe un seul à, 
noté u(x), tel que XEE, (types simples) ; xëp — u(y) = u(x) + 1 
(d’après S,); si x Æ ÿ et ou bien u(x) Æ O0 ou bien y(ÿ) £ 0, il 
existe Z, u(Z) < max (u(%), u(y)) tel que Zëx = — Zëp (extensionnalité 
et S?). Ceci montre que Mt = (E6, …, Ef_:1, ë) satisfait C,. 

On notera que, si (Es, …, E,- , ë) satisfait C,, il se peut que 


(E: E; Sn ES, .…… E;-1 re 2 €) 
ne satisfasse pas S,,: par exemple siE, = {a},Ej = { a, {a}}(a # {a}), 
E:={a.{a}{a{a}}} 
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car E{-Ej={{a}}, E-Ei={{a{a}}} 


mais { a, {a }} a des « éléments » et dans Es et dans E{ — E,, en confit 
avec l’axiome Ax Ay — xe y de S; où y est de type 2 et x de type 0. 


b) L'application cherchée modifie la représentation des couples ordon- 
nés de la théorie des ensembles de sorte que le couple devient de type 
pur et simple. On pose {x }° = x, et {x}"t!={{x}"} Si x;eE, 
et x;eE,, on pose 

€ X x; > F { {x Pr , { {x Ft {x; jp , 
où m = max (à, j) : le type de { x, }"7Ÿ*l est m + 1, de même pour 
{ {x, }"71}, et par conséquent le type de <%,, x;> est 2 + m. (Il est 
évident qu’il n’existe en général aucune injection de £E, x E,; dans E;,; : 
si le cardinal de E, = 3, card E; x E, — 9 mais card E;,, < 8.) 

Cette application se définit dans le langage S*, d’ailleurs uniformé- 
ment pour toute k-réalisation de .Z* (c’est-à-dire au moyen de la même 


formule M,)). Si x; x;, x, sont lés variables de M;,;, l’unicité dans les deux 
directions 


x; x; AXe AMG X js Xx) A M; X j» x)] D Xy — xL) 
Ax; Ax; x; Ax° AL MC X js Xx) A 
À Mis Xi %)] = x; = Xi À Xj = Xi) 
est conséquence de l’axiome d’extensionnalité (pour la formule M;, 
considérée) ; seule la fonctionnalité 
Axis AX; Vars Mis Xp Xx) 

réclame l’axiome de couples. 

L'extension aux p-uplets ordonnés est classique. 

c) On définit les applications M, par récurrence sur la longueur de 0 : 
pour « = 0, on a l'identité, pour o = (6,,…, o,) et Xe Es, on pose : 


MX = {MX cs Man Xn D 3 Gas ces Xn) Es X } » 


et on vérifie que les types des valeurs de M, sont bien ceux définis par 
la fonction N. 

Comme ci-dessus b), l’unicité est conséquence de l’axiome d’exten- 
sionnälité. On n'effectue pas ici l’analyse explicite des conditions de 
clôture qui assurent la fonctionnalité. 


On utilise les notations de l’exercice précédent. Pour tout entier n > 0 

on définit C;(E) (l’ensemble des ensembles héréditairement finis sur E, 

du type cumulatif »#) par récurrence sur n : CE) = E; Cÿ*'(E) est 
KREISEL et KRIVINE. — Logique mathématique 8 
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la réunion de €;(E) et de l’ensemble de tous les sous-ensembles finis 
de C(E). 

Il est évident que la réalisation M}(E) de Z* constituée par les ensem- 
bles de base Œ}(E), …, Œ7(E) et par la relation d’appartenance (restreinte 
à C?(E)), satisfait C,., pourvu qu’aucun élément de €?(E) n’appartienne 
à aucun élément de E. De même si M°(E) est constituée par des ensembles 
de base Œ(E), …, C"(E) où EU(E) = E et où 


C"*'(E) = C"(E) L P(C"(E)), 
et par la relation d’appartenance restreinte à C"(E). 
a) Montrer que, pour tout E satisfaisant : x e C'(E) = (eE = x4E), 


C?(E) est le plus petit (r)-modèle de C,;, (à un isomorphisme près) 
contenant Æ comme ensemble de base de type 0 et vérifiant 


Ax h Vz Auluez «> (uex V u = })] 
où x, y, z, u sont respectivement de type i, j, k, 1 avec k = max (à, j+1), 
1<k<n (clôture par rapport à l'opération x U { y }). 
b} Montrer que les formules 
Ax Ay Vz Au[uez > (uex À u # y)], 
où x, y, z, u sont respectivement de type i, j, k, let où 
k+1—/-max(ij <n, 


ne sont pas des conséquences des axiomes figurant dans a) tandis qu’elles 
sont vérifiées dans M. 


c) MCE) et M°(E) seront écrites M}, resp. M°. Trouver trois formules 
P;, P;, P;, à une seule variable libre (de type 1) telles que P; définisse, à 
la fois dans M? et dans M”, l’ensemble # de tous les sous-ensembles finis 
à un nombre pair d'éléments, P, définit # dans Mt? mais non dans M? 
et P, définit # dans M, mais non dans M. 


Solution. 


a) Est évident par récurrence sur n en tenant compte du fait que, 
pour tout xeCY*'(E), x = { y, …, y, }, où ÿ,e CFE) (1 < i<s). 

b) On considère un E infini, on prend { E } LU C/(E) pour l’ensemble 
de base du type 1, et EY({E } U CE) pour l’ensemble de base du type 
m + 1. Les axiomes de (a) sont satisfaits, mais E — { x } n’est élément 
de l’ensemble de base du type 1 pour aucun Xe E. 

c) Pour plus de clarté on ajoute au langage © les symboles fonc- 
tionnels d (à O variable, type 0), { y } (y de type 0, valeur de type 1), 
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xUzetx —z(xet z de type 1, valeur de type 1) qui sont définis et 
dans M? et dans M par les axiomes suivants : 


Axfx = d + Ay(— yex)], Ax Ayfx = {y } = Au(uex eu = y)], 

où u est de type 0, 
Ax Az Av = xU ze Ay(yeve[yex v yezl)], 

où vest de type 1, 
et 


Ax Az Av[vex — z + Ay(yev + [yex À — yezl)]. 


D'après l’axiome d’extensionnalité, un modèle M de C; ne peut être 
complété que d’une seule façon en un modèle WM* du langage augmenté, 
d’où résulte l'élimination des nouveaux symboles par la méthode sui- 
vante (d’ailleurs applicable à tout symbole «explicitement défini ») : 
A toute formule À du langage augmenté on associe une formule À” de 
Z3 telle que la réalisation de À dans M* est identique à la réalisation 
de A7 dans M. Il suffit de remplacer d’abord toute partie atomique fef;, 
de À par une formule 


VuNVuu=tAU—=t, A ue), 


où u et v sont des variables ne figurant pas dans À de même type res- 
pectivement que f et #., et ensuite les équations (u = f,v = t,) par leurs 
définitions (axiomes). 

On prend pour P, la formule de Z?, dont la variable libre est y (de 
type 1), obtenue en éliminant les nouveaux symboles de la formule 


y = v Ax[(yex À Au Aa Ab[(a # b À aeu À beu À uex) — 
= ((G@—{a}}- {b})ex]) - pex], 


où x est de type 2, u de type 1, et a et b sont de type 0. 
Soit À une formule close de Z° qui est vraie dans M? et fausse dans 
M. Alors on pose : 


P,;,=(—4- P,) et P3 = (4 — P;). 


(Puisque E est infini une telle À est, par ex., la formule de Z? correspon- 
dant à 


Vx(pex À Au Aa Ab[(a # b À — aeu À — beu À uex) — 
: + (&@u{a})u{b})ex]). 


On note en passant que la méthode dite de Dedekind pour définir 
fournit aussi une P; : 


Ax(dex À Au Aa Ab[(a # b À — aeu À — beu À uex) — 
> (&u {au tb }ex]) - vex] 
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On utilise les notations de l’exercice précédent ; en particulier, la variable x 
a le type 2, les variables y, # et w ont les types 1, et a et b ont le type 0. 

On écrira ynu pour y — (y — uw). 

a) Trouver des formules N{y, u), A(y, u, w), S(y, u) de #2 qui dé- 
finissent respectivement dans M? et aussi dans M? les relations : 
() y et # sont deux ensembles finis de type 1 de même cardinal (y = u), 
Gi) y + u = w, (ii) u = (y). 

b) En déduire une correspondance qui associe à toute formule F de 
l’Arithmétique du premier ordre (Chap. 3, Ex. 2) une formule F, de Z 
de telle façon que F est vraie dans le modèle standard si et seulement si 
F, est vraie dans M9), et encore si et seulement si F, est vraie dans M0). 


Solution. 


a) (i) On écrit y, pour y — u et w, pour u — y ; alors y, nu = à. 
On prend pour formule N avec y’, u’ du type 1 : 


Ax[(pex À 
AA’ Au’ Na Vb[(y ep Au Qu, À y'Uu'ex À ay; À — ay’) 
—+ (beus À — beu" À y'U {a }U u' LU {b }ex)]) + y, Vu, ex]. 


On vérifie que N{y, u) est satisfaite si et seulement si les ensembles y et 
sont finis et si y = u. 


(ii) On prend pour À : 
Vyi Vuilri nu = À NO, ps) À Nu, ui) À N(w, yi U u1)]. 
On note que, pour y et 4 finis, 
Vyi Vui[ y: Qu =® À N(y, y1) À NU, u;)] 
est toujours satisfaite (avec E infini). 


(iii) On utilise le fait que (m + 1)? = m°? + 2m + 1; on prend alors 
pour $ : 


Vyi Vu: Nu =D A 
À N(7, y1) À Nu, u:) À Ax(gex À Ay’ Au’ Aa 
[GS ysinau eu, À y'Uu'ex À aëys À — aey') 
= Vy" Vu”(4(y', y’, 7") À Afu 0 {a} y',u") À 
Au" Cu:)]) — pi Vu ex]. 


b) Partant de la formule F (close), on remplace les formules atomiques 
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y.u = w d’abord par (y + u)? — (y — u)? = w + w + w + w et ensuite 
par 


Vylo'+u=yvy +y=u na +u) = +w+w+w+wl: 


enfin on remplace y = u par N(y, u) (y et u étant des variables du type 1), 
y+u=w par À(y, u, w) et y? = u par S(y, u). La formule F’ ainsi 
obtenue est vraie dans EF) (pour E infini) si et seulement si Fest vraie 
dans le modèle standard de l’Arithmétique. Si on restreint chaque 
variable du type 1, disons y, par la condition N{(y, y), on obtient la for- 
mule F, cherchée. 

(Une définition formelle de « E est infini » est : Ay Va(— aey) avec y 
de type 1 et a de type 0.) 

Cet exercice réduit l’Arithmétique à la théorie des types (purs) 0,1 et 2, 
formulée en S? : l'élimination des quantificateurs, Chap. 4, pour les 
anneaux de Boole exclut une telle réduction à la théorie des types 0 
et 1 (formulée en Z°), cette théorie étant évidemment plongeable dans 
la théorie des anneaux de Boole atomiques. 


6. DÉFINISSABILITÉ 


Résumé 


Dans ce chapitre il s’agit de certaines relations entre les formules d’un 
langage et leurs réalisations, c’est-à-dire les ensembles définis par ces for- 
mules dans les réalisations du langage. 

Comme on a vuci-dessus (par exemple, ex. 5, chap.2, sur les for- 
mules prénexes pureinent universelles) la forme syntaxique d’une for- 
mule À peut entraîner des relations évidentes entre ses réalisations 4m 
dans les modèles st différents ; du moins si les modèles considérés sont 
trivialement « comparables ». Inversement on se pose la question sui- 
vante : si les réalisations Am satisfont les dites relations pour tous les 
modèles d’un ensemble 7 de formules, À est-elle (équivalente dans tout 
modèle de «/ à) une formule de la forme syntaxique en question ? 
Les deux cas principaux concernent d’une part les formules stables 
pour les extensions, d’autre part les formules invariantes pour les r-réali- 
sations des théories des types finis, introduites dans le chapitre précédent. 

Pour comparer les modèles qui ne sont pas trivialement comparables 
on s'intéresse aux objets qui se « retrouvent » dans tous les modèles d’un 
ensemble «7 de formules, par exemple les rationnels dans tous les corps 
commutatifs de caractéristique 0. La notion nécessaire à une formula- 
tion précise est celle d’une structure rigidement contenue dans tous les 
modèles de , et le résultat principal établit que tout élément d’une 
telle structure est définissable au moyen de formules particulièrement 
simples. 

Les deux derniers théorèmes caractérisent les sous-ensembles d’une 
telle partie commune qui sont définissables dans tout modèle de 7 ; deux 
notions de définissabilité sont traitées. Les caractérisations revêtent une 
forme spécialement simple s’il s’agit des modèles de la théorie des types 
(ex. 6). Ces deux notions de définissabilité permettent la généralisation 
de nombreux résultats classiques sur les ensembles « récursivement 
énumérables » d’axiomes à des ensembles quelconques d’axiomes. Cf. 
Kreisel [Proc. Symp. Theory of Models, 1963, Amsterdam (1965)], Mos- 
towski [Proc. Symp. Pure Mathematics, 5, 1961, AMS (1962)]. 


On considère des langages Z égalitaires à p types de variables. Am désigne 
la réalisation de la formule À dans la réalisation M de Z. Si M est aussi une 
réalisation de Z et si M’ est une extension de M, alors Mt n Am’ désigne, 
par abus de langage, la restriction de Am’ à M, c’est-à-dire 

— €1) CP) 
Am N(EÏ* x: x EÏ®), 


où E; est l’ensemble de base de M de type i. 
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Soit Z’ un langage égalitaire disjoint de Z et homotype à & (c’est-à-dire 
contenant aussi p types de variables et donné avec une bijection de Ve, Re, 
Se, Fe sur Ver, Ror, Se, Fg qui conserve le type des variables, et le nom- 
bre de variables en argument ; l’image d’un symbole s de #, par cette bijection, 
est noté s’. Ext (2, 7’) désigne l’ensemble des formules suivantes de 
PO P': Ax;Nx;(x; = x;) pour 1 < j < p, où x; est une variable de type j, 


As  AX, AX5  Ax [Ge = x1 A A X, = 5) = (Rx x, > R' x … x!)] 
pour tout symbole relationnel R de Z, 
As AX, A A [Gi = x1 A A x, = x) + fs x, = f'x4 x] 


pour tout symbole fonctionnel de Z, et pour toute suite x,, …, x, admise 
pour R, resp. f. 


LEMME. — La réalisation M de L' est une extension de la réalisation M de 
Ÿ si et seulement si la somme M © M est une réalisation de P L L' qui satis- 
fait Ext (9, P”). 


La formule 4 de Z est dite (Y, «)-invariante si pour tout modèle M de Z 
et pour tout couple de modèles M, M” de &Z tels que M’ et M” soient des exten- 
sions de M, M À Am: = M n Am”. (Puisqu’on ne suppose pas Pt modèle de #, 
en général Am # M n Am’; voir l’exercice 1 pour lutilité de la notion de 
(&, #)-invariance). Soient x;, …, x, les variables libres de À. 


THÉORÈME 1. — (Théorème d’invariance). — Si A est (%, a invariante il 
existe une formule B telle que : 


A'LUWYUExt (TZ, PH 
H Ax…. Ax, Axi … Ax, [Os = x A++ À x, = x) = (4 6 B)]. 


Démonstration. — On ajoute les constantes a, …, a, (a; du même type que x;) 
et on introduit le langage Z” homotype à et disjoint de Z et de Z”’. Puisque 
A est (Ÿ, #)-invariante : 


A'OU SH" VW LU Ext (S,F') L Ext (Z, F”) 
U{4',— 4", = ai A AG, = 441 = 4j A A a, = di} 
n’a pas de modèle. En séparant les langages .Z’ et ”, c’est-à-dire les ensembles 
SU WU UE (TS, FN}U£ A a = a A na, = a} 
et 


#"VUWU{Ext (SZ, F')}U {— 4", a; = di A‘ A a, = a }; 
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le lemme d’interpolation (chapitre 5) avec égalité montre qu'il existe une formule 
Y de Z U£{a;,…, a, } telle que : 


A'OUWULExt (Z, FN} £a=a A Aa =a}+ AY 
et : 
A"UMWUEEx (SZ, F')}u{a=at A Aa =a})it A" > -Y 


En remplaçant a, par x, dans Y (1 < i < n), on obtient une formule B telle que 
si on identifie les langages Z” et Z” : 


A'UUU Ext (Z, PH Axa cs A AXG ee, AN 
[Ga = x A+ A x, = x9) — (4° = B)]. 


La formule À du langage Z est dite existentielle (universelle) si À est prénexe 
et si tous ses quantificateurs sont existentiels (universels). 

La formule À est dite «7-stable pour les extensions si, pour tout couple M, 
M’ de modèles de & tels que M est une extension de M, on a Am, N Mt = Am; 
en particulier, si À est une formule close vraie dans M, alors À est aussi vraie 
dans M’. 

À est dite‘ «#-stable pour les restrictions si — À est æ#-stable pour les exten- 
sions. 

Il est évident que, pour tout &, une formule existentielle est «/-stable pour 
les extensions, et une formule universelle est &/-stable pour les restrictions. 


THÉORÈME 2. — Soit «#4 un ensemble de formules closes de et soient À et B 
deux formules de £ telles que, pour tout couple M, M de modèles de 4 
avec M extension de M, on ait Am NM € Bmw Alors il existe une formule 
universelle U de telle que 


# k(4A = U) et & HU - B). 


Démonstration (voir aussi Ex. 2). 


Soit ’ le langage Z augmenté par un ensemble VC de (nouvelles) constantes 
d’individu, Vc ayant la cardinalité de Z. Soient 4,, B; deux formules de Z’ 
obtenues en remplaçant chacune des variables libres de À et de B par un élé- 
ment de V& ; soit V, l’ensemble, éventuellement vide, de ces constantes. Soit 
% l'ensemble des formules universelles de Z L V,, qui sont conséquences 
de # L { A: }. 

Il suffit de démontrer que & LU # LU { — B, } n’a pas de modèle ; car dans 
ce cas, d’après le théorème de finitude il existe un sous-ensemble fini #; de # 
tel que 7 LU Yk H B;, et par conséquent # + VU} — B,, où U, désigne la 
conjonction des formules de #,. Or U- est équivalent à une formule uni- 
verselle. D’autre part, d’après la définition de l’ensemble %, #4 + (4, — Un). 

Supposons que LU # LU { — B, } ait un modèle Pet soit Z’ le diagramme 


114 ÉLÉMENTS DE LOGIQUE MATHÉMATIQUE 


de M écrit avec les symboles V£. Alors tout modèle M de #7 U Ÿ' est 
extension de M à un isomorphisme près. Puisque B, n’est pas satisfaite dans Y, 
d’après l’hypothèse du théorème, 4, n’est pas satisfaite dans ®’, et par 
conséquent @ LU ®' + — 4,. Il existe donc un sous-ensemble fini 2?, dont 
la conjonction sera notée D}, tel que. LU 2% + — 4, etaussi @ + (4, => — DE). 


Soit D; une formule obtenue en remplaçant les constantes de V£ — V, qui 
figurent dans D} par des variables de Z prises parmi y, …., y. Âlors la for- 
mule universelle Ay, … Ay, — Dr de & U V, est conséquence de 7 U { 4, } 
et donc € #. Ceci montre que U 4 L D' n’a pas de modèle parce que 


et par conséquent 7 U # LU 'U { — B; } n’a pas non plus de modèle. 
Puisque Ÿ est arbitraire, 7 LU Y L { — B; } est contradictoire. 


COROLLAIRE. — Si la formule C est s{-stable pour les extensions il existe une 
formule existentielle E telle que #4 +-(C4+E). 


Démonstration. — Si Cest «/-stable, — C'satisfait les hypothèses du théorème 2 


en posant À = B = —C. 
C. q.f. d. 


Dans les exercices 3-5 on considérera les notions d’invariance et de stabilité 
adaptées aux t-réalisations au sens du chapitre 5. 

Les théorèmes qui suivent concernent des classes de modèles qui ne sont pas 
« comparables ». 

La réalisation M du langage Z est dite rigidement contenue dans M s’il 
existe une seule application o' des ensembles de base E;, …, E, de M dans 
Ei LUE, telle que w’(E) c E; (1 < i < p); pour toute constante c de ?, 
p(c) = c’; pour tout symbole relationnel R, l’image de R par +’ est induite 
par R'(c', R' désignant respectivement les réalisations de c, R dans MW). 

M est dite rigidement contenue dans la classe des modèles d’un ensemble 7 
de formules de Z si M est rigidement contenue dans tout modèle de 4. On 
ne suppose pas que M soit modèle de sd. 

Une formule 4, à une seule variable libre x, est appelée une définition dans M 
de l'élément a(a e E;) si a est le seul élément qui satisfait 4, ou encore si 


A = ber] EF *i ; ô(x) = a}: 
i=1 
par abus de langage on dira : À = {a }. 


THÉORÈME 3. — Si M est rigidement contenue dans la classe des modèles de 
4 alors, pour tout élément a de l'ensemble de base M de JR, il existe une for- 
mule existentielle À, de telle que : 


G) 4, définit l'élément a dans M et dans tout modèle M de , À, définit '(a); 
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(ii) pour tout symbole relationnel R de 4 à n variables et pour tout n-uplet 
(a;, …, a) d'individus de M : 


(a, a)eR + a+ Axe AX(Aaxi À + À Aux) + RG: x,)] 
(a, a)ÉR & ah Axe AAaXxs À A An) + 1 RG: x): 


Démonstration. — Ajoutons au langage Z les constantes c,, c; (a e M) 
distinctes deux à deux et non dans C4. Soient D’, D” les diagrammes de M 
pour ces constantes. Puisque dans tout modèle M”, resp. M”, de il ya une 
seule façon de satisfaire D’, resp. D" (rigidité), à savoir ©, = p'aetc = "a 
pour tout a, alors 

#LD'LUD'Ha=c. 


D’après le théorème de finitude il existe deux sous-ensembles finis D:, D; 
tels que 
#LUDiLD HE =C. 


Soit B, la conjonction des formules obtenues en remplaçant les constantes de D”, 
autres que c! par x, (1 & à & h), toutes les constantes de D; par y; (1 < j k) 
et c! par x. On pose 4, = Vx, … Vx, Vy … Vy, B,. On a VxA,x parce que 
dans tout modèle M’ de #4, D' L D est satisfait en posant & = © = pb 
pour tout b. L’unicité est conséquence de 


#LDIUD+HE=C, 


et (i) est ainsi démontré. Le (ii) (saturation) est satisfait parce que p'(R) est 
par hypothèse la réalisation de R dans M’. 


CoROLLAIRE. — Sous les conditions du théorème 3, si on ajoute à les cons- 
tantes c, pour tout a € M, tout modèle MY de 4 peut être complété d’une seule 
façon en un modèle de & L #1, où 


di, ={AAxex=c);aeM}; 


dans ce modèle ©, = @'a. En particulier, # LU #1 ©, # @ pour tout couple 
(a, b) avec a distinct de b. 


Soit un langage à k types d’objets, contenant un ensemble infini C de 
constantes c (de type à, i & k). On appelle C-réalisation de & une réalisation 
égalitaire dans laquelle € = c pour tout c e C. Un sous-ensemble X de C est dit 
définissablé dans une C-réalisation M de & s’il existe nn AÛX, Xi Xp) 
où x est de type i, et des éléments a,, …, a, de 9% de mêmes types respectifs 
que x:, …, X,, tels que 


X={a:ae, a est de type i, (a, a, … 4) € À } 
(A étant la valeur prise par 4 dans M). 
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Il est évident que si X est fini, soit X — {cs …, © }, alors X est définissable 
dans toute C-réalisation par la formule x = CV" Vx=C,. 


THÉORÈME 4. — Si æ est un ensemble de formules closes de £ qui a un 
C-modèle et si X est définissable dans tous les C-modèles de Æ, X est un 
ensemble fini. 


Démonstration. — Remarquons d’abord qu’une C-réalisation est, à un 
isomorphisme près, une réalisation quelconque dans laquelle les valeurs prises 
par deux éléments distincts de € sont distinctes. Nous supposons donc que # 
contient toutes les formules c # c’ pour tous les couples (c, c’) d'éléments 
distincts de C. 

On construit le langage Z, et l’ensemble de formules © comme il a été 
expliqué chapitre 5. Le cardinal de l’ensemble de formules de Q ayant une seule 
variable libre (de type i) étant égal à card Z,, on énumère cet ensemble en le 
mettant sous la forme { 4, x:j < card Z, } 

Soit #5 = # L Q, et pour j > 0 : 


19 gf = Ù gi U{VxAx}u{eAx#c:ceC} si cet s#Ÿ est con- 
Ÿ. 
sistant . 
20 4j = Us} sile 19 ne s'applique pas. 
h<j 
Dans le cas 20, d’après le théorème de finitude, il existe un ensemble fini 
€ Cises Cn, } tel que 


U#r H AxfAx(x=a ve vx= le" 
J 


D’après le corollaire du théorème de finitude, {Us}; :j < card Z s}a 
un modèle canonique (si a un modèle). Dans ce modèle, si j satisfait 
le 19, alors 4; d C, et par conséquent 4 ; # À; si j satisfait le 20, 4; est fini. 
Donc, si X est définissable dans un tel modèle, X est fini. C. q.f. d. 

Un sous-ensemble X de C est dit définissable sur C dans une C-réalisation 
M de Z s’il existe une formule A(x, x;, …, x,), où x est de type i, et des éléments 
di, …, 4, de M de mêmes types respectifs que x,, …, x, tels que 


X = {c'ceC, (c, a1, … a,)e A}. 


Il est évident que X est définissable sur C dans toute C-réalisation d’un 
ensemble «7 de formules s’il existe une formule 4x, à une seule variable libre, 
telle que, pour tout ce C 


ceX< a+ Ac et cCÉX << A+ — Ac. 


La réciproque est fausse (voir exercice 9) ; cependant on a la proposition 
suivante (voir exercice 8 pour une simplification dans le cas des langages 
dénombrables) : 
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THÉORÈME 5. — Soit «4 un ensemble de formules closes de ® ayant un 
C-modèle et soient b*, b*, … des constantes non dans Z. Si X & C est définissable 
sur C dans tous les C-modèles de sa, il existe une formule A(x, x1, …, x,) de © 
et une famille de formules F{x1, .…., x,) (j < À) de Z telles que : 


card À < card & et card À & card C, 
# Ù { F{bÏ, …, br) : j < À} a un modèle et pour tout ceC : 
ceX< il existe j < À: SH Axs A [EG …, x) — ACC, x1, , x) ]. 
céX< il existe j < À: AH Axa AX, [EG 24) + — A(C, Xi, %)] 


(Ce théorème se déduit aussi d’un théorème plus général sur les formules infi- 
nies, donné dans le prochain chapitre.) 

On va montrer que, si la conclusion de ce théorème n’est pas satisfaite, 
alors X n’est pas définissable dans une certaine classe de modèles canoniques. 

Soit À; x une énumération, éventuellement transfinie, de toutes les formules 
de Z, à une seule variable libre (de type i). Toute formule étant finie et card Z, 
étant infini, l’ensemble de ces formules a le même cardinal que ,. On suppose 
donc j < card ®,. 

Soit #5 = #4 L Q. Pour j > 0, 

Cas 1 : Pour tout k < j, { Ac:ceC, ceX}Uu{—4dc:cecC,céX} 
n’est pas conséquence de 

U #5; 


h<k 

a) dj = U ay U{— 4A;c;} sil existe un ce X tel que A;c n'est pas 
SnsÉatence dé U A, Soitc=c; 

b) 45 = U x U { Ac; } si a) ne s’applique pas ; il existe donc alors un 
céX tel je A;c n’est pas conséquence de 


U #*. 


h<j 
Cas 2 : Le cas 1 ne s’applique pas. On pose 
4j = Ua. 


h<j 
D’après te corollaire au théorème de finitude, 477 a un modèle canonique Y. 


_ J 
Si le cas 1 s’applique, X # 4, n C ; par conséquent, s’il s’applique pour 
tout j, X n’est pas définissable sur C dans M, tout élément de M ayant un nom 
dans Z,. Donc il y a un 4 (4 < card 2) tel que 


{Ac:ceC,ceX}u{—A;c:ceC,céX} 
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soit conséquence de 
#A'U{Aic;:j < À}, 


où 4; = — À; si 1 a) s’applique, et A4; = À; si 1 b) s’applique. 
PourtoutceC,{ Acice X } U { — 4,c: c$ X } est donc conséquence de 


#L{Aïc;:jel.} J 


pour un certain sous-ensemble fini Z. d’ordinaux < 1. Soient b*, …, b* les 
éléments de À qui figurent dans 4 1 €t @,.…., a, ceux qui figurent dans 
{Ajc;:j el. }. On a (Lemme 6, Chap. 5) 


{Aic;:jeL}Uæ U(8, A+ A On À Op A 7 À 6) + 
H {Ac:ceX}U{— A;c:céX} 
et on pose 
F(b?, …., bé) = 0, A À Ou À Os A À 8, À 4, 


où 4° est la conjonction des 4'c,(je 1). 


EXERCICES 


1. On utilise les notations du Théorème d’invariance. Démontrer les résul- 
tats suivants : | 


a) Si À est (#, #)-invariante et si toute conséquence (prénexe) uni- 
verselle de «7 est aussi conséquence de %, alors les formules B et — B 
(théorème d’invariance) sont toutes deux Y-stables. 

b) Si les conditions de à) sont satisfaites et si est un ensemble de 
formules purement universelles alors il existe une formule C sans quan- 
tificateurs telle que Y + (B++ C). (Voir e) ) 

c) Si # est l’ensemble des conséquences universelles de æ et si toute: 
formule existentielle est (#, æ)-invariante, alors pour toute formule À 
il existe une formule B sans quantificateur telle que S+ (4 «> B). 

d) Déduire de c) les critères « algébriques » suivants d’élimination des. 
quantificateurs : (i) pour les corps algébriquement clos : s’il existe un 
corps algébriquement clos contenant le corps commutatif C et dans lequel 
une formule existentielle F est vraie, alors F est vraie dans la clôture: 
algébrique de C ; (ii) de même pour les corps réels fermés, C étant un. 
corps ordonné. 

e) Trouver un contre-exemple à l’énoncé b) si on supprime la condition: 
que % ne contienne que des formules universelles. 
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Solution. 

a) D’après le théorème de plongement, tout modèle de % peut être 
plongé dans un modèle de &. Soient donc M et M, deux modèles de 
4,M, extension de M, et soit M’ une extension de M,, qui est un modèle 
de 7. Si B est vraie dans M, À est vraie dans M’, M’ étant extension de M 
et modèle de «7. Par conséquent, B est vraie dans W;, M étant aussi 
extension de M,. De même pour — B. 

b) D’après le théorème 2, il existe deux formules existentielles C; 
et C, telles que + (BmC)et Y+(—Be C), Bet —8B étant 
%-stables. Par conséquent (théorème de finitude), il y a un sous-ensemble 
fini #, de # tel que Y, + (Ci «+ — C2); appliquer alors l'exercice 3 c) 
chapitre 5. 

c) Puisque + %, on a d’après b) : 4 + (B+> C). Or pour l’élimi- 
nation des quantificateurs il suffit que toute formule existentielle admette 
l'élimination des quantificateurs (Chap. 4). 

d) (i) Soit & l’ensemble des axiomes des corps algébriquement clos 
(Chap. 4) et # l’ensemble des axiomes des corps commutatifs. On a 
évidemment æ + %, et on sait que tout corps commutatif peut être 
plongé’ dans un corps algébriquement clos (sa clôture algébrique). Par 
conséquent, les hypothèses de c) sont satisfaites. (ii) % est l’ensemble 
des axiomes des corps ordonnés. (Si au lieu de % on choisit les axiomes 
q' des corps réels, qui sont les corps ordonnables, le c) s'applique mais 
le critère n’est pas utile parce qu’il y a des formules existentielles qui ne 
sont pas (Ÿ', #)-invariantes.) 

e) On considère le langage Z de l’exercice 2, chapitre 4 et les axiomes 
% = a), b), ©), e), p. 51 : bien que + (21x) v (21x+1)et que 2 | x soit 
purement existentielle, 2 | x n’est équivalente à aucune formule sans quan- 
tificateurs de Z. 


On utilisera les notations du théorème 2. 
Démontrer le théorème 2 à l’aide du lemme d’interpolation (Chap. 5). 


Solution. — Soit Ext, (Z, 7”) la conjonction des formules (universelles) 
Axe x Axe AG Ge = x AT A XX) > 
— (Rx, .…. x, R'xi ….x,)] 
et * 
Axa ee Axn AXE ee AG Ge = Xi A A X, = x) > 
fr Xn = SX Xn] 


pour tout symbole relationnel R et pour tout symbole fonctionnel f de Z 
et pour toute suite x1, …, x, admise pour R, respectivement f. 
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Si À et B contiennent moins de m variables libres, Z, est le langage 
Æ augmenté par des constantes (nouvelles) d’individu a,(r < m), et Z/ 
est 2” augmenté par a, (r < m). A, et B, sont des formules de Z, obte- 
nues en remplaçant toutes les variables libres de À, resp. B, par des 
nouvelles constantes. On désigne par Ext, (Z,, 4°) la formule 

Ext; (9, 7) A+ Aa =a A(r<m). 

D’après l'hypothèse du théorème 2 

SO SU ÉAY: VyiOi = pa) A A A, VyEOE = Pr) À 
A Ext: (Z1, #5) À AS}H B 
où y; (1 < j & p) est une variable de Z du type j. 

D’après le théorème de finitude, il existe des conjonctions 4}, Ak de 
formules de æ, resp. 7’, telles que 
Ar À Ai A Ai Vyi Gi = pi) A À A, Vy, (5 = y) À 

A Exts (71, PF (Ar — B;). 

Par conséquent 


Àÿ À AS À Ai (qi Yi = Pi) A À AP (Ep Yy = D) À 
À Ext (Zi, SH (= Ar V B:) 


dans la notation du Chapitre 3. On note que les symboles fonctionnels de 
À», Â; qui n’appartiennent pas à Z, LU Sin ’admettent comme argu- 
ments ou valeurs que des types de .Z”, et ceux de — 4° Fr V B, n’admettent 
que des types de . Les p;(j < p) admettent comme arguments des types 
de P et comme valeurs des types de .Z”. Par conséquent tout terme d de 
C2 1 U Z, dont la valeur a un type dans Z est aussi un terme de Z.. 
Il existe une formule V de , 1 Sans quantificateur (Ex. 3 du Chap. 5) 
telle que 


G) À; A A; ACTA AP; (o; y; = y) ne A Ext: (Zi, SDF V 

et 

(Ci) V(- Àr V Bi) 

V ne contenant pas de symbole appartenant à ©. Le (i) entraîne que 
AU LAS A A AY; Vy (95 = pi) A À Ext (Zi, Zi)} HV: 


en identifiant les langages #, Z”, on a aussi 7 + 4, — V. De même, 
4 F V — B;. On complète la démonstration en éliminant les symboles 
de Cie Z; dans V au moyen des quantificateurs universels de Z. 


3. 
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On utilise les notations du chapitre 5 (théorie des types). Si o, o’ efx] 
on écrit, par abus de langage, © € a’ si 0” = (o,, …, o,) et s’il existe 
i(i<i< n) tel que o = 0, ; et on écrit y;' ex” pour 

Va OT ele 

j#i 

La formule 4 = Q,x, … O,, x, À, est appelée Z-formule si À, (sans 
quantificateur) a la forme 
(xiets Ar A X,Eh) > B, 


où À, < i) < 7 < i, est la liste des indices des quantificateurs Ox uni- 
versels et où t,(1 < j < K) désigne soit x, pour un n < i;, soit une cons- 
tante de 4,, soit une variable libre de À. (Une Z-formule est donc une 
formule existentielle si on laisse de côté chaque variable qui est restreinte 
comme ci-dessus.) 


Soit Z° le langage homotype au langage Z" (voir p. 112). 

a) Montrer que M, est une r-extension de M si et seulement si Mt D M: 
est une t-réalisation du langage Z LU #, satisfaisant l’ensemble des 
formules t-Ext (Z, .Z,) qui consiste en Ext (7°, }) augmenté des formules 
Ax7 Axf Ayi VyT(x = x À pi es xf) — y = yi] pour tout o e [x]. 

b) Monter que toute Z-formule est stable pour les o-extensions. 


c) Trouver une t-réalisation Pt et une extension N de M telle que R 
soit une t-réalisation sans être une t-extension de M. En déduire une 
Z-formule À qui n’est pas stable pour toutes les extensions de WP. 


Solution. 


a) et b) sont évidents. (On note que la réciproque de b) est vraie aussi ; 
on la démontre en utilisant a) et la méthode de l’exercice 2.) 


c) Soit r = (0), et soit Z le langage à un seul symbole relationnel P, 
P ayant une seule variable. On prend pour M: 


E={a}, En ={{a}} a e P (Es E,o, Sont les ensembles de base 
de M) ; et pour À: 
U,={a;,b}a # b,U, = E;4ae€P;4to {a b bEço) { a } 
(Eco) étant la réalisation de &,,, dans ). 
Si on prend pour À la formule 


Vx(9 Az(zex(0) > Pz) 


À est une Z-formule, et À est satisfaite dans M? mais non dans J. 
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On utilise les notations de l'exercice 3. Si o, o’ e [rt], la notation y° e[x°] 
(qui se lit : y appartient à la clôture transitive de x) désigne la disjonction 
des formules 


F nv ST CM 
y'ex7 et Vx; … Vx; (y°ex;, 8x;, ex; Ex"), 


où (4, …, i,) parcourt l’ensemble de toutes les suites finies satisfaisant : 
CET ETti,. Ti, € o', x;, ayant le type v;.. 

Une formule À, dont les variables libres sont x,, …, x, est dite «#-t- 
invariante si, pour tout couple M, M’ de T-modèles de æ tels que les 
restrictions de M et de M’ à E, n Es soient égales, et pour tout n-uplet 
(X1, …, X,) appartenant à la t-intersection de MM et de M, ou bien 
(K15 …, X,) satisfait À dans les deux modèles, ou bien (x, …, x,) satisfait 
— À dans ces modèles. 

Une formule prénexe ©, y1… O,yr B:1, B, sans quantificateur, est 


dite restreinte (à [x'], …, [x;"]) si B, a la forme 
(ni, e[ti] A+ A Yi, e[t,]) mé er efs1) AT A (x els,1) A C] , 


où Q,,, …, Q;, sont les quantificateurs universels de la liste Q:, …, O4, 
et Q;, …, Q;, les quantificateurs existentiels, et où #, (1 < r < P), 
s, (1 < r < q) désignent soit des constantes d’individu soit des variables. 
Montrer que À est s/-t-invariante siet seulement s’il existe une formule 
restreinte B telle que + (4 + B). 


b) Soit & tel que si Pt et M sont des 7-modèles de & et si Es NE À ®, 
l'intersection de M et de M est aussi un T-modèle de «7. Montrer que si 
A et — À sont toutes deux æ#-stables pour les t-extensions, 4 est 
Æ-v-invariante. En déduire que si C, et C, sont deux Z-formules telles 
que Z H(C: = — C), C, et C, sont #-Tt-invariantes. 


Solution. 


a) On considère trois langages : Z4 est la restriction de Z° aux types 
o efr’] où t' = (T,, …, 7,) et on ajoute # constantes aï!,….,a;" ; #1 est 
obtenu en remplaçant, dans Z”, & par un nouveau symbole &, et chaque 
type de variable x, y, … par x, y, … ; #5 est obtenu de la même façon 
sauf que & est remplacé par €, et les variables par x, y, … 

Si À est -1-invariante 


Ai L A3 0 T'-Ext (Po, P,) L T'-Ext (Po, P)) U 
U TC(aï, …, ar) + À,(a:, …, a,) = A,(a;, …, a,) 


où TC{(aï …, a) exprime, dans le langage 7%, que tout objet appartient 
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à la clôture transitive de la réunion af! L ++ L a” : c’est-à-dire pour tout 
stelque ceîlr,] v ‘+ v oefx,], 


Ay°(y° ea] v + v y°e[a;]). 


En séparant les différents types des variables et en appliquant le lemme 
d’interpolation avec égalité on trouve une formule B’ du langage Z, 
telle que 


Ai UT — Ext (Po, FS)UTCH A4, -=B 
et 
#30 T — Ext (Po, F:) LU TCH B' = 4, . 


Les ensembles de formules t'-Ext (,, Z,) et TC sont satisfaits en rem- 
plaçant & de #5 par &,, et toute variable x de S% par 


%1 Eat] Ve vx; e;la;]. 
Par conséquent, B’ prend la forme B cherchée. 


Il est évident que toute formule B de cette forme est t-invariante. 


b) Soit M, la t-intersection de M et de M'et soit x;(1 < i < n) un élément 
de l’ensemble de base du type +7, de M,.M étant une r-extension de M,, 
ou bien (%:,..,x,) satisfait À dans M et dans M,, ou bien(x,,…, x,) 
satisfait — À dans M et dans Mo. De même pour M. Par conséquent, 
À est æ#-Tr-invariante. Puisque, d’après l’exercice 3(b), toute Z-formule 
est stable pour les t-extensions, C; et C, sont toutes deux 7-stables ; 
puisque g + (— Ci) C,, Ci et 7 C; sont «#-stables pour les 
T-extensions et par conséquent æ#-t-invariantes. 


On modifie les notations des exercices 3 et 4 comme suit : on dit que M’ 
est une (7 ; O)-extension de M lorsque M et M’ sont des t-réalisations, 
M’ est une Tr-extension de M et que E, = Es (Ex. 3). Une formule 4 est 
dite «#-(7 ; O)-invariante si, pour tout couple M, M’ de 7-modèles de 
telles que E, = Es et que les restrictions de M et M’ à E, soient égales, 
et pour tout n-uplet (x,, …, x,) appartenant à leur t-intersection, on a 


is X,) € À (Xi, X,)E À’. 


On obtient les notions de Z-(r ; 0)-formule, resp. de formule (r ; O)-res- 
treinte en supprimant toute restriction pour les variables de type 0 dans 
la définition de Z-formule, resp. de formule restreinte. 


a) Montrer que À est .@/-(r ; O}-invariante si et seulement si il existe 
une formule B qui est (+ ; O}-restreinte aux variables libres de 4 et telle 
que a+ (4+ B). 
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b) Soit & un ensemble de formules closes de .Z° tel que pour tout 


1-modèle de 7, son extension principale (Chap. 5) soit aussi un t-modèle 
de «7. Montrer que si À et — À sont toutes les deux æ7-stables pour 
les (7 ; O)-extensions, elles sont aussi «-(7 ; O)-invariantes. 


c) Trouver un contre-exemple à l’énoncé obtenu à partir de (b) en 
remplaçant @{t; 0)» par «7». " 


Solution. 

a) Soient x1, …, x," les variables libres de À de type Z 0. On ajoute 
les constantes aï', …, a; (voir Ex. 4(a)) et on écrit TCo(aï', …, a") pour 
la conjonction pour tout « Æ 0 des formules Ay°(y° e[aï'] v ++ v y° e[ar”]). 
On introduit les langages #6, f, #5 et le type t’ comme dans l’exercice 
4(a). Si À est (r’ ; O)-invariante on a : 

Ai LU A3 LT Ext (Po, P:) L t'-Ext (Po, P2) U 

À {Ant Va(n® = 32), Axg Van? = x9)} U 

U TC(ar, …, a) H Ai(aï, …, ar) > A (af, …, a). 
On trouve, par le lemme d’interpolation, une formule B’ de Z, telle que 
Ai U T-EXt (Po, Z1) L {AXT Vx(xo = x1)} U TCo(aï, …, ai) + A1 + B 
si l’on remplace & par &, et toute variable x de Z, de type # 0 par 

x1 [ai] Ve v x; ela;], 

B" prend la forme cherchée. La réciproque est évidente. 


b) Soient M et M’ deux T-modèles de & tels que Æ, — Es et que les 
restrictions de Ÿt et de M’ à E, soient égales. Par conséquent, les exten- 
sions principales de M et de M sont aussi égales. Si M, désigne l’exten- 
sion principale commune et si x, appartient à la t-intersection de M et 
de M”, x; appartient aussi à l’ensemble de base de type t, de M, (1 <i< n). 
Puisque M, est une (7 ; O)-extension de Yi, et que À et — À sont 
Æ-(T ; O)-stables, 


Gr, .,xmeAe (x, … xr)e A. 
De même pour le couple M’, M. Par conséquent, 4 est s7-(r ; O)-inva- 
riante. 


c) Soit #, un ensemble de formules du langage Z du premier ordre 
tel qu’il existe deux formules existentielles À,, 4, à une seule variable x 
satisfaisant &, (4, + — 4,) sans qu’il existe une formule 4’ sans 
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quantificateur telle que & + (4, + 4’) (Ex. 1, e)). On considère Z(9), 
et on pose 


A = 843 0 AX APT AZ Uzex ++ z8y) + x = y]. 
Evidemment satisfait les hypothèses de (b). On prend 
A = AXUxEX = À;), 
où * est une variable de type (0). Puisque 
AH A4 Vx(xeX À À;), 


A et — À sont «-stables pour les 7-extensions. Mais À n’est pas «d-t- 
invariante car il n’existe aucune formule B restreinte à [X] telle que 
ÆtHAe+ B. En effet, si dans une telle B on prend X = {u}, ce qui 
revient à remplacer toute partie de la forme yeX dans B par y = , 
on obtiendrait une formule sans quantificateur. 


a) Montrer que (i) le corps des rationnels réels est rigidement contenu 
dans tout corps commutatif de caractéristique 0, (ii) le corps des ration- 
nels complexes est contenu, mais non ridigement contenu, dans tout 
corps commutatif algébriquement fermé de caractéristique 0. 


b) Soit le langage (ensembliste) dont le seul symbole relationnel 
est & ; soit À la conjonction des formules 


Vx Ay — yex, Ax Ay Vz Auluez <> (uex v u = y)|, 
Ax AYTAZ(GEX + zey) = x = y] 


et soit Z, le langage obtenu en ajoutant à Z la constante d’individu c 
et le symbole relationnel à 3 variables R. On pose 


B = Ay — yec À Ax Ay Az(R(x, y, z) > Au[uez + (uex V u = y)]). 


Montrer que (i) aucune réalisation de n’est rigidement contenue dans 
tous les modèles de 4, (ii) tout modèle de À s’étend d’une seule façon en 
un modèle de B, (iii) la réalisation de Z, dont l’ensemble d'individus est 
l’ensemble C,, des ensembles héréditairement finis, où £ este n (C,, x C), 
où c est l’ensemble vide, et où R est la relation z = x LU { y }, est 
rigidement contenue dans tous les modèles de À À B. 


æ 


Solution. 


a) Le () est évident même si l’on supprime les constantes 0 et 1 du 
Co des corps ; utilisant les notations du théorème 3 on prend pour 
A0, X1) la formule x, + x = x;, et pour 4,(x,x;) la formule 
(X.xi = Xi À X Æ X;). (ii) L'application z — z (où z désigne le conjugué 
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de z) montre que le corps des rationnels complexes n’est même pas rigide- 
ment contenu dans lui-même. 


b) (@) Une réalisation de Z (d’ailleurs contenue dans tous les modèles 
de A)est {C, en(C, x Ci) }. Or elle n’est pas rigidement contenue 
dans elle-même parce qu’elle est isomorphe a toute sous-réalisation C4 
ainsi définie : C;, est la plus petite classe contenant a qui est close par 
rapport à l'opération x, y — x U { y }. (ii) À implique l'existence d’un 
ensemble vide et (grâce au troisième axiome, axiome d’extensionnalité) 
d’un seul ; par conséquent, la valeur de c est déterminée. Ainsi l’exten- 
sionnalité détermine la valeur de R, étant donné un modèle de À. (iii) 
est évident parce que tout élément de C, peut être engendré à partir 
de l’ensemble vide par l’opération x LU { y }. 


On considère un langage Z à un seul type et le langage Z° qui lui est 
associé dans le chapitre 5. On suppose que & contient un ensemble C de 
constantes d’individu. Soit 7 un ensemble de formules de .Z qui possède 
un C-modèle : pour tout couple (c, c’), c et c’ éléments distincts de C, 
SH —c=c". Pour oefr], un ensemble X° de l'échelle des types 
construite sur C est dit appartenir à une réalisation N° de æ° si X° est 
l’image d’un élément de N° de type « par l'application canonique de N° 
dans N6, où M, est un C-modèle isomorphe à la restriction de N° au type 0, 
et où 4 est la réalisation principale sur N,. Montrer que, si X° appar- 
tient à toute C-réalisation de æ, alors X est héréditairement fini sur C. 


Solution. 


L'ensemble X° des éléments de type O0 qui appartiennent à la clôture 
transitive de X° est défini, dans tout modèle, par la disjonction des for- 
mules 


Vx …. Vx(xexi'exs?… ex ea°) 


OÙ (T1, …, 7,) parcourt toutes les suites finies telles que 0 et, eet,ec 
(en utilisant les notations de l’Exercice 3). La constante a° désigne l’en- 
semble #° qui, par hypothèse, appartient à tout modèle de 7. D’après 
le Théorème 4, X° est donc fini, et par conséquent X° est héréditairement 
fini. 


Si «& est un ensemble dénombrable de formules closes du langage 
possédant un C-modèle et si X(X « C) est définissable sur C dans 
tous les C-modèles de il existe une formule close B et une for- 
mule Ax à une seule variable libre x telles que + B— AcsiceX 
ets + B— — Ac si cé X. 
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Solution. 


D'après le théorème 5 il existe une famille finie de formules 
Frs es Xn) (j < N) et A3, x + X,) telles que 


SHOUENVxi Vx,(F; AT A Fy-1)} 
ait un modèle et 
AT Axe AG A A Fes) = Ai(G Xi + x)] si ceX, 
At Axe AG: A A Ens) > — Aie, Xi x,)] si céX. 
On prend pour B : 
Vars Vx(F; A A Fy-1) 


et pour Ax :. 
Vxie Vxi(Fs A A Fi À Ai). 


SiceX, 4+-B—Ac;sic£X, 4+— Ac et, à plus forte raison, 


Soit Z, le langage des corps ordonnés et soit l’ensemble des axiomes 
pour les corps réels fermés (Ch. 4). On considère un ensemble € de 
constantes pour représenter chaque rationnel, et des langages Z obtenus 
en ajoutant des constantes d’individu supplémentaires à Z,. Donner 
des contre-exemples aux énoncés suivants : 

a) Si est dénombrable et si X(X € C) est définissable sur C dans 
tous les C-modèles de æ, il existe une formule Ax de telle que, pour 
tout ceC, 4+AcsiceX, et SH Ac si céX. 

b) Si X est définissable dans tous les C-modèles de æ, il existe une 
formule close B et une formule 4x telles que «7 L { B } a un modèle et, 
pour tout ceC, gH(B-— Ac) si ceX, AB — Ac) si cÉX. 
(On ne suppose évidemment pas que Æ4 est dénombrable.) 


Solution. 

On prend pour X une coupure des rationnels qui n’est pas définissable 
dans le langage Z,. Un tel X existe parce que l’ensemble des coupures 
est non dénombrable tandis que l’ensemble des coupures définissables 
X=.{c:aot+ Ac} (Axe Po) est dénombrable. On cherche deux 
ensembles d’axiomes 7 = æ#, tels que X soit définissable sur C dans 
tout modèle de «+. 

a) On ajoute à Z, deux constantes d’individu u et v et on prend 


di ={(c<u<ce)v{(c<v<c): 
pour tout couple (c, c’), ce X, c'e— X } 
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et on pose ÿ = 0 L ,. X est défini, dans tout modèle de æ, ou bien 
par la formule x < #, ou bien par la formule x < v. Supposons que Ax 
est une formule de Z telle que #+ Ac siceX, #H — Ac si c£X; 
puisque Ax est une formule de , il existe une formule Bxyz de #, 
telle que 4x = Bxuv. Considérons les modèles M dont l’ensemble de 
base est R (nombres réels) avec l’ordre usuel et qui satisfont Æ (c’est-à- 
dire, ou bien u = la coupure X, ou bien v = X). Siu = X, Vy Az B(c, y, 2) 
est vraie dans 9 pour ce X; si o = X, — Vy AzB(c, y, z) est vraie 
dans M pour cé X. Puisque Vy AzB(x, y, z) est une formule de Po 
et que 7, est saturé, pour tout ceC, on a : got VyAzB(c, y, 2) si 
ceX et ot — VyAzB(c, y, z) si c # X. Ce qui contredit la condition 
que X n’est pas définissable dans Z,. 


Bb) On ajoute à Z, les constantes d’individu w, (x < N.), on considère 
une énumération c;, C2, …, des éléments de X et on pose 


Si ={u, <ciceC-X,a< N }v 
V{uÆugia £ Ba, B < N1} 
U { (Ua < Ua, <°* <u)+c<u,4<Nyi<ij, 


pour tout entier j }. 

“o L 4; a un modèle M, parce que tout sous-ensemble fini a évi- 
demment un modèle. De plus X est définissable dans tout modèle de 
#5 L 4, parce qu’un ordre total non dénombrable possède au moins 
un élément avec un nombre infini de prédécesseurs. Si w, est un tel élé- 
ment, x < 4, définit X sur C dans le modèle considéré, 

Pour établir b), supposons que B;,, B,x sont deux formules de Z : 
il existe donc deux formules C;(xo, …, Xp} Co + Xn X) de Po 
telles que 


Bi = Cia Ua) et Bxx = Cu, us, x). 
Si, pour cecC, 

Æ 0 Ait- (B; — B,c) pour ceX, 
et 


#0 LU Bit (Bi — — B,c) pour cÈxX, 


C étant dénombrable, il existe un sous-ensemble dénombrable # 1 de #, 
tel que 


Æ À A+ (B1 — B,c) pour cexX, 
A LU Ait (B; — — B,c) pour cÉX. 
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Soit u,,(n = p + 1, p + 2,..) une énumération des constantes w, qui 
apparaissent dans 47; (et non dans B, — B,c), et supposons que 


Ur <<, dans M. 
On pose 
Brand) Corn A) ATOS XGA Ci AAA 
NÉS TR A RS En et EX D 
Puisque B, est vraie dans Î et que u,, < + < u,,, la formule 
Vous Va Ba 0) 


de Z, est vraie dans M pour tout ce € — X et puisque X n’est pas défi- 
nissable dans ,, il existe c, telque Vxs … Vx, B*(xo, …, X,, Cx) est vraie. 
On va en déduire (i) et (ii) : 
(i) Pour tout entier i, 
AXo ee AX[B* Cros  Xn ©) + Cao, , X Ci)] est vraie dans M. Puisque 
par hypothèse 


SO AU Class vs Ua) 7 Co(Uags ces Uays Ci) 


il suffit de noter que, si B*(x, …, X,, €) est vraie dans M, 9 L di est 
satisfait dans le modèle M’ obtenu à partir de M comme suit : on pose 


u,, = X;(i < p), et on prend pour u,,, u . une suite croissante d’élé- 


An+12 °° 
ments de l’ensemble de base de M telle que X > u,,, > c,pourtoutm > n. 
Par conséquent, C(u, …. Us c;) est vraie dans M, et C(xo, …, X,, Ci) 
est donc vraie dans M. De même 


(ii) Pour tout ceC — X, 
AXo re AXB* (os …., Xs ©) + —1 Co …, Xm 0)] 


est vraie dans M. 
Les (1), (ii) montrent que la formule de Z, : 


AXo 2. AX[B* (to, + Xp CG) + — CafXos + Xp X)] 


définit X sur C dans M ; puisque .#, est saturé pour ?,, cette formule 
définit X dans tout modèle de æ,, ce qui contredit le choix de X. 


7. MODÈLES PRINCIPAUX ; 
MODÈLES DE FORMULES INFINIES 


Résumé 


La première partie de ce chapitre traite une classe importante de 
réalisations du langage des types finis décrit dans le chapitre 5 : celle 
des modèles principaux (ou « pleins ») où l’ensemble de base Co est 
quelconque, mais où le domaine de chacune des autres variables est 
constitué par tous les ensembles (du type correspondant) de la structure 
des types ayant pour base Co. Le résultat essentiel réduit la validité dans 
les réalisations principales des langages d’ordre fini à la validité dans les 
réalisations principales de certains langages (convenablement choisis) 
du second ordre. Ainsi qu’il était annoncé dans le résumé du chapitre 3, 
cette dernière validité ne peut pas, en général, être réduite au cas du pre- 
mier ordre, d’après l'exercice 5 du chapitre 3 et les exercices 1, 5. On donne 
une certaine classe de formules du second ordre qui équivalent à des 
ensembles infinis de formules du premier ordre : c’est la généralisation 
du théorème de plongement qui était aussi annoncée dans le résumé 
du chapitre 3. 

Les systèmes infinis d’axiomes qu’on vient de mentionner (et ceux du 
chapitre précédent) peuvent être considérés comme des conjonctions 
infinies de formules finies. La seconde partie du présent chapitre étudie 
des langages contenant d’autres expressions infiniment longues, en 
particulier des formules Ax \X/A:x Ge), où \K/ 4: désigne la disjonc- 


tion infinie des formules finies 4, (el). L'exercice 5 donne une liste de 
structures courantes définies par de telles formules. Le résultat fonda- 
mental consiste en une caractérisation simple de la classe des formules 
finies qui sont valides dans tout modèle d’un système dénombrable 
d’axiomes 4 (m — 1, 2, …) de la forme Ax \X/ Br x(n = 1,2, ..). Ce 


résultat ne s'étend pas directement au cas non dénombrable (exercice 3). 
Pour des informations récentes sur le sujet (florissant) des formules infi- 
nies, voir le livre [The Theory of Models, Amsterdam (1965)], en 
particulier les articles de Karp, Keisler et Scott. 

Les deux derniers résultats du chapitre précédent sont généralisés aux 
langages dont nous nous occupons ici ; ils revêtent une forme spéciale- 
ment simple dans le cas des modèles de la théorie des types qui satisfont 
la formule infinie Ax \Y/ (x = c), c’est-à-dire des modèles dont l’ensem- 
ble de base Co est égal à { co, ca, … }. 

Pour formuler des résultats plus fins sur les langages contenant de 
formules infinies et sur leurs réalisations, on a besoin des notions de la 
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théorie des fonctions récursives sur les ordinaux (infinis) ; même la 
généralisation du théorème de finitude au cas ci-dessus de la formule 
Ax W (x = c) réclame les notions de la théorie de l’hyperarithméticité 


n 
(récursivité sur les ordinaux récursifs). Cette théorie fournit aussi une 
explication du rôle particulier joué par la négation et la disjonction 
infinie parmi tous les connecteurs propositionnels à un nombre infini de 
variables. Voir les articles cités dans le résumé du chapitre précédent. 


On considère les langages Z° de la théorie des types (Chap. 5). D’après 
le dernier théorème de ce chapitre on peut associer à toute réalisation M de Z 
une réalisation M° d’ordre r de , qu’on appelle réalisation principale d’ordre 
t construite sur M. Elle est unique à un isomorphisme près. Dans une réalisa- 
tion principale la relation &,(o = (0, .…., o,)) sur E,, x ++ x E,, *X E, est 
isomorphe à la relation d'appartenance sur Es, XX EX CE, XXE, ): 
pour fout sous-ensemble # de E,, x + x E,, il existe un élément a et un 
seul de Æ, dont les « éléments » dans la réalisation sont les éléments de X. 


On appelle théorème d'ordre rt de £, une formule d'ordre x dont la clôture est 
satisfaite par toutes les réalisations principales d’ordre x de &. 


Nous supposerons que Z n’a pas de symboles fonctionnels, ce qui ne res- 
treint pas la généralité : une formule Fest en effet un théorème d'ordre + si et 
seulement si la formule F* qui lui est associée, Chap. 5, Ex. 1 (2), en est un. 

Soit Z, le langage à un seul type de variable obtenu à partir de Z° en 
considérant toutes les variables comme de même type (et en conservant les sym- 
boles relationnels de Z”, chacun gardant le même nombre de variables). Soit 
Æ* le langage obtenu en ajoutant à Z, de nouveaux symboles relationnels 
à une variable : T, pour chaque © < 7. A chaque formule F de Z* on associe 
une formule F* de Z*, définie par récurrence sur la longueur de F de la façon 
suivante 


si F(xf', …, x") est atomique, F* = F(x;,…., x,) A Di RNA T, 2 
si Fxt, …., x5") = — G(xf!, …., x%*), alors 
FF = — Gi, x) À Ti x A AT. 
si F = A(xT,.., x7") V B(xf', …, x%*) alors 
FF = (A* V B*) AT, x A AT, %, 
si F= VxtG(x® x, …, xÿ") ,alors F*= Vx[T, x À G*(x,x,, x). 


Les formules d’ordre (0) de Z* seront construites avec un nouvel ensemble 
de variables d’ordre (0) dont nous désignerons les éléments par X, Y,Z, et 
un nouveau symbole relationnel à deux variables que nous noterons e. 

Soit # la conjonction des formules suivantes d’ordre (0) de Z* : 
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1) Ax — IT, x A T,, x] pour tout couple 6, a’ de types distincts et < 7 
2) Ax, … Ax, Axe Gcs, x x) = Ts xs AT A To, Xn À To x] 


pour tout & & T, 6 = (01; …, 63); 


3) Ax AyL(Axs … AX TE cs, …, x, x) 2 (1, x »)D) — x = yl 
pour tout & <T; 6 = (04, .…., 6); 


4) Axe Ax NP ET x At To Xn 7 [TS Y À EX + Xm Y) A 


À Aus Au (us, u, (um =xi na Au, =x,)]]} 
pour tout o & T, ü = (0, .…. On); 


5) AX Vy{T, p À Axis Axe (x, x y) > Vz(zeX A 
À AU ee AU(Eo(Us ce Un 2) + Mi = Xi A TT A Un = X)]} 


pour chaque © < 7. 


Les seules formules d’ordre (0) de Z* parmi les formules ci-dessus sont 
donc les formules 5). Les autres sont d’ordre 0. 


THÉORÈME 1.— Pour qu'une formule close F de #, d'ordre +, soit un théorème 
d'ordre + il faut et il suffit que 4 -> F* soit un théorème d'ordre (0) de Z*. 


Soit M* un modèle de (1, 2, 3) dont l’ensemble de base est E*. On en déduit 
une réalisation M d’ordre r de Z, dont l’ensemble de base de type o est T, 
(valeur de T, dans M*), en donnant aux symboles relationnels de 7° la valeur 
qu’ils prennent dans M*. D’après 1) les ensembles de base de M° sont bien 
disjoints, et d’après 2) et 3) les axiomes d’extensionnalité sont bien satisfaits. 

Toute réalisation M° d’ordre r de Z est ainsi obtenue à partir d’un modèle 
M* de (1,2, 3): soient en effet E, (o < Tr) les ensembles de base de M. On définit 
l’ensemble de base E* de 9M* comme [ Æ,. On définit la valeur de T, 


dans M* par T, = E,. Les autres symboles relationnels de Z* sont des sym- 
boles de Z" : on leur donne dans Y* la même valeur que dans M. On voit 
immédiatement que M* satisfait (1, 2, 3) puisque M satisfait Z, (p. 92). 

Soit F une formule de Z*. Alors les valeurs de F et F* dans deux réalisa- 
tions associées M et M* de Z° et Z* sont égales. On le montre immédiate- 
ment par récurrence sur la longueur de F d’après la définition de F*. 

Soit alors Pt* un modèle principal de Z dont l’ensemble d’individus (ensem- 
ble de base du type 0) est E*. Alors la réalisation M° d’ordre t de Z qui lui 
est associée est aussi principale : il suffit de montrer que la relation €, sur 
T5 XX Ta x T, (où o = (0,,.…,0,)<Tetobe,, T,, sont les valeurs 
de ë, et Te, dans M*) est isomorphe à la relation d’appartenance sur 


T., Xe X El x PCT, Xe x TL); 


donc que pour tout sous-ensemble K de T,, x + x T,, il existe aeT, 
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dont les «éléments » dans M sont les éléments de K. Soit (a,, …, a,) un élé- 
ment quelconque de K. D’après 4) il existe un élément (a, …, a,) de T. 
qui a (41, …, a,) pour seul « élément » dans M. Comme M* est principale, 
il existe un élément X de l’ensemble de base de type (0) de M* dont les « élé- 
ments » dans * sont les p(a;, …, a,) pour (a,, …, a,) e K. D’après 5) il existe 
donc ye T, dont les « éléments » dans 9° sont les (a, …, a,) de K, 

Toute réalisation principale M° de Z est ainsi obtenue, à partir d’un modèle 
principal M* de # : on définit M* à l’ordre O0 comme ci-dessus. On a vu que 
(1, 2, 3) sont alors satisfaits. 4) est aussi satisfait puisque, N° étant principale, 
si oO = (01,.….,0,) <t,etsiaeE,,….,a, eE,., il existe aeËE, dont le seul 
«élément » dans I est (a,, …, a,). On prend pour M* la réalisation principale 
d’ordre (0) construite sur la réalisation ainsi obtenue, et il est immédiat que 
M* satisfait 5). 

Soit alors F une formule close de Z". Si F n’est pas un théorème d’ordre 1, 
il existe une réalisation principale N° d’ordre rt de Z qui ne satisfait pas F. 
Dans le modèle principal M* de # associé à M, F* n’est pas satisfaite. 
Donc 4 — F* n’est pas un théorème d’ordre (0) de Z*. 

Si 4 — F* n’est pas un théorème d’ordre (0) de Z*, il existe un modèle 
principal M* de # qui ne satisfait pas F*. La réalisation 9° d’ordre r de 
associée à M* est principale et ne satisfait pas F*. Donc F n’est pas un théo- 
rème d’ordre +. C. q.f. d. 

Pour tout entier n, les formules dont les variables ont un rang <n (p. 103) 
seront appelées formules d’ordre n. 


Réduction d’une certaine classe de formules du second ordre. 


Soit À une formule de Z° dont les variables libres, soient X 15 Xn ONt le 
type ou bien d’individu ou bien de relation entre individus (o,, …., 0) où 
6; = 0 pour (1 < i < p), type qui sera désigné par (p). Soit Z,, (m < n) le 
langage du premier ordre obtenu en ajoutant à Z les symboles SG < m) 
ne figurant pas dans , s, de même type que x;. Pour plus de clarté on écrit 
ci pour s; si x; est de type 0, et R; (symbole relationnel à p, variables) si x; 
est de type (p;). Toute réalisation M,, de Z,, induit une réalisation M de Z 
(la restriction de M, au langage Z); M, = M U {s;:i<m}, où s, est 
élément de l’ensemble de base de JM si s, — c; et élément de l’ensemble Ep5 
de base de M de type(p)sis, = R:8e E(py Parce que tout sous-ensemble 
de E,, appartient à l’ensemble de base du type (p,) du modèle principal. 

A est dite réductible à la classe & des formules de Z,, si, pour toute réalisa- 
tion MU{S:i<m}, {S;:i< m} satisfait À dans M si et seulement si 
MA Satisfait toute formule de 7 (M, est modèle de #). 

LEMME 1. — Toute formule Ax;,,… Ax, À, de Z°, À, sans quantificateur 
est réductible à une (seule) formule prénexe A? de 4 ; dont tous les quantificateurs 
sont universels et toute formule de Ÿ, est réductible à une (seule) formule de £'. 
(A$ sera appelée traduction canonique de 4,.) 
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Démonstration. — La formule À,, étant sans quantificateur, est une formule 
propositionnelle construite sur des formules os de & et sur des formules 
(fist) Epyti (1 Si<n, x; de type (p)). A est la formule obtenue en 
n d’abord x; par c{ si x, est de type 0 et ensuite (f;, …, f,,) &,y Xi Par 
Ri(t1, …, 1,). Toute formule atomique B de 4, est évidemment réductible à B°, 
et les opérations propositionnelles préservent la réductibilité. Inversement 
toute formule sans quantificateur de Z, est réductible à la formule de Z° 
obtenue en remplaçant d’abord c! par x;;et Ri(f:, …, 1,,) par (fi, 1.) Etpy Xe 
La quantification de Z, préserve la réductibilité parce que les variables (d’in- 
dividu) varient sur le même ensemble de base dans M et M,. 

Supposons que Ax;4 … Ax, À, soit réductible à 4,1. Alors MU (S;:j < i) 
satisfait Ax,41 … Ax, 4, si et seulement si, pour toute valeur s*., dans m de 
même type que xy, MULS,:j<i}U {54 } satisfait 47,1. On distin- 
gue entre deux cas : 

1° x;., est de type 0 et donc s;41 = ci+1. Dans ce cas Ax;,,.… Ax, À; 
équivaut à Axi+1 Air1, Où Ai. résulte de AŸ4, en remplaçant ci,1 par xi+1. 
Ax!+1 Ai+1 est évidemment une formule prénexe universelle de 7. 


20 x,4, est de type (p;+1). Soit A1 = Au … Au, X1, X, sans quantifica- 
teur. Soit b l’ensemble des termes qui apparaissent dans X, et soient U,.., Un, 
des éléments de E,. Il est évident que s’il existe R;, 1 telle que 


mt LU {S,:j <i}u{ Ris, Us M} 


satisfait — X,, alors sa restriction à l’ensemble fini { t:teb } satisfait aussi 
— X,. Soit X, la conjonction des formules 


h=tA Al = ty À Sie ta) 7 S(1, + to) 


obtenues pour tout symbole relationnel S de Z,,:, S à g variables, et pour 
tout 2 g-uplet de termes de l’ensemble b, et soit D,,…., D, une liste de tous 
les diagrammes sur b dans le langage Z,. Si X, est la disjonction des 
D,(<s<r) tels que X, À — Xi À D, soit contradictoire, alors Au; … Ur X3 
est la formule cherchée : si la structure M L {s;: j Ki} la satisfait, alors 
pour tout b-uplet u,, …, w,, elle satisfait un de ces diagrammes et, par 
conséquent, il n'existe aucune R'41 telle que MU{Ss s;:j<i }U { Ri41 } 
satisfasse Vu, … Vu, — X,. Dans le cas contraire, il existe u,, … , U, tels que 
MU{s :j<i} satisfait — X;, et par conséquent un diagramme D, tel que 
X, A — Xi À D, a un modèle ; autrement dit, il existe une R;+, telle que 


{s; °J< i}U { Ri+s Ui, WU } 
satisfait — 4. 


THÉORÈME 2. — Soit À = Q, x … O, x, À, une formule close prénexe de Z°, 
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A, sans quantificateur, x; de type (p;) si Q; = V, X; ou bien de type O ou 
bien de type (p;) si Q; = À. Alors À est réductible à un ensemble «4 de formules 
prénexes closes de dont tous les quantificateurs sont universels. (X° est modèle 
de À si et seulement si M est modèle de 4.) 


Démonstration par récurrence sur le nombre n de quantificateurs : on pose 
Ai = Qj4i Xis1 …… O, x, À, 


et on démontre que À, est réductible à un ensemble : de formules (prénexes) 
universelles de .. 

D’après le lemme 1, 4, est réductible à un tel ensemble Æ, (qui se réduit à 
une seule formule). Supposons 4,,, réductible à la classe +1 de formules 
de ?,,.. 

Si Q;41 = V, le type de x,,, est (p,,,) et {s;:j <i} satisfait donc À, 
dans M° si et seulement si il existe 51 Er ytelque{s Jet UT at 
satisfasse 4;,,,ce qui équivaut, d’après l’hypothèse de récurrence, à l’existence 
d'un 5%, tel que MU { S; : j <i}VU{S,1 } satisfasse toute formule 
de «7,41. Or, d’après le théorème de plongement (Chap. 3), la structure 
M L {s,:j < i } peut être plongée dans un modèle de # i+1 Siet seulement si 
elle satisfait l’ensemble 7; des formules universelles de Z :quisont conséquences 
de ;,. Par conséquent, 4; est réductible à cet ensemble & " 

Si Q;+1 — À, d’après l’hypothèse de récurrence, {s;:j<i} satisfait 4, 
dans M si et seulement si, pour toute valeur 5*., dans M, de même type que 
Kit MUES,:j<i}Ù {8%} satisfait 4°,,. On applique le lemme 1. 
(Pour une généralisation, voir exercice 2.) ‘ 


+ 


Formules infinies définissant des relations à un nombre fini d’arguments. 


Soit 4,(i € 1) une famille de formules de Z ayant leurs variables libres prises 
parmi x1, .…, x,. Considérons une réalisation M de Z et soit À, la valeur prise 
par 4; dans M. Nous dirons que M satisfait la formule infinie Vi. Vx, M À; 


Sxrs __ L 
si et seulement si () 4; # ®. Si fN À, = ÿ nous dirons que M satisfait la for- 
iel iel 
mule infinie Ax; … Ax, WW — 4;, dite négation de la précédente. Nous n’étu- 


dions pas par la suite l’itération générale des opérations propositionnelles 
ci-dessus (conjonction infinie /W\, disjonction infinie \W/ et négation). Les deux 
types de formules décrits ici nous serviront à définir quelques classes de struc- 
tures, classes qui ne sont définissables par aucun ensemble de formules finies 
du premier ordre (exercice 5). 

On considérera des langages à plusieurs types de variables. Supposons le 
langage Z égalitaire et soient Pt un modèle de #4, M’ la réalisation égalitaire 
qu’on en déduit par passage au quotient. Nous avons vu que Yt et M satis- 
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font les mêmes formules closes de .Z. En fait M er M’ satisfont aussi les mêmes 
formules infinies de & : soit en effet 


Vxs … Vx, /X\ AG, … x,) 


une formule infinie et soient A, et À, les valeurs prises par la formule A;(x,, …, x,) 


respectivement dans JM et M’. On a A, = Aj[E, A, étant saturée pour la 
relation d'équivalence E. Il en résulte que 


NA=NAE; 


donc f} 4; et f} À; sont simultanément vides ou non vides. 

LEMME 2. — Soit 4 un ensemble consistant de formules finies closes de 
et 4,(i < À) une famille d’ensembles de formules finies closes de 2. Si tout 
modèle de s4 satisfait un des ensembles s1;, il existe un ensemble & de formules 
finies closes de £ et un ordinal j < À, tels que card & < card À (et card 8 < 
card P), que # L B soit consistant, et que 4; soit conséquence de # L 8 
(la notation card X désigne le cardinal de l’ensemble X). 


Démonstration (en utilisant le corollaire du théorème de finitude, Chap. 5). — 
On peut évidemment supposer que À est un cardinal. Soit # o = 4. Pour j >0 
on 2 deux cas : 


10S’ilexiste k < jtel que #7, soit conséquencedeU «7 on pose #ÿ = Ù #ÿ 
i<k ik 
(c’est-à-dire la suite. } = à pour j > k). 
20 Dans le cas contraire, on pose #7} = U jf LU {— 4 }, où 4j ed; 
i< j 
et n’est pas conséquence de UJ #;. 
i< j 
Il existe un jo (jo < À) tel que le cas 1° s’applique, sinon [J A4Ÿ aurait 
j<aà 
un modèle de «7 ne satisfaisant aucun 7, parce que ne satisfaisant pas A? 
(j < À). On prend 8 = {— A : i < jo }. 
Evidemment card Z < card .Z parce qu’il n’existe que card Z formules 
de Z (il existe plus de card Z ensembles de formules de Z non équivalents). 
THÉORÈME 3. — Soit J un ensemble de formules infinies du langage égali- 
taire P, du type Vx, … Vx, NM AG, x) À < A = card #, je J), et 
À 


soit «4 un ensemble de formules de %, ayant un modèle égalitaire, et tel que 
tout modèle égalitaire de s{ satisfasse une des formules infinies de J. Alors 
il existe une formule infinie de J, soit 


Vs. Vx, M Aix, … x,) G < 4) 
À 
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et une famille F;(x;, …, x,)(i € D) de formules de & telles que 


cardI < card J x card Ÿ, et cardl < card & ; 


(a, Vxs …. Vx, M EG, X,)) a un modèle égalitaire ; 
pour tout À < Ail existe ie I tel que # HF Axi … AXUF, — À,]. 


Démonstration. — On utilisera les modèles canoniques du chapitre 5. Puisqu’il 
s’agit d’un langage égalitaire on suppose 4 € .# ; par conséquent, tout 
modèle (égalitaire ou non) de .æ# satisfait une des formules infinies de J. Tout 
modèle canonique de (4, Q) satisfait une des formules infinies de J, donc 
satisfait un des ensembles { Aj(a, …, a)} (À < À) pour 4;,,.…,a,e À, de 
mêmes types respectifs que x1,…, x,. Or cette famille d’ensembles a pour 
cardinal card J x card &. D’après le lemme 2, il existe une famille (B;);.r 
de formules de Z, telle que card I < card Z et card I < card & x card J, 
et un ensemble { Aï(a:, … An) } (À < À) tels que (æ, Q) LU (Bi);er possède 
un modèle et a pour conséquence AÂ(a,, …, a), pour tout À < A. (card I < 
card Z parce qu’il n'existe que card Z formules différentes dans #). 
Pour chaque À < 4 il existe donc un sous-ensemble fini de { B; }.;, dont nous 
désignerons la conjonction par B, et un sous-ensemble fini de &, dont nous 
désignerons la conjonction par À, tels que 


AH À À B Ai(a;,…, a,). 
Si bi, …, b, sont les éléments de À qui apparaissent dans B, on a donc 


Ou AA Oo, À On AT A + À À B— Ai(as, … a). 


Donc 
AHG, At A 0, À Op A A 0, À B— A;(a;,…, a,) 


d’après le lemme 6, chapitre 5. 
On pose 
Fj(a:,…., a,) = 0, A+ A 8, À 0, A A 0, 1 B. 


L'indice parcourt un ensemble dont le cardinal est inférieur ou égal au cardinal 
de l’ensemble des parties finies de J. La famille F;(x;, …, x,) a donc les propriétés 
voulues. 


COROLLAIRE. — Si, dans l'énoncé du théorème, et J sont supposés dénom- 
brables (donc À = «), il existe une formule finie B(x:,.…, x,) telle que: 
Æ,Nx: …. Vx, B(x1, …, x,) a un modèle égalitaire et, pour tout entier p, 


AH AX ee ART B( a, , Xn) + 4,2, X,)] 


Langages dénombrables ; ensembles dénombrables de formules infinies. 
L'ensemble des variables, symboles relationnels, symboles de constantes du 
langage Z considéré est dénombrable. 
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THÉORÈME 4. — Soit 4 un ensemble de formules closes finies de £ et J un 
ensemble dénombrable de formules infinies du type 


AXi A%y W AG: .X%)  G=12.; p= pi). 
L'ensemble des formules finies de Z satisfaites par tout modèle de # L J est 
le plus petit ensemble s4° de formules finies de Ÿ tel que: 

1° Si G est une formule close de & et si #4! HG, alors Ge #*. 
20 Si G(x:, …, x,), est une formule de telle que 
ATH Axe AG AG 2x4) — Gr, x,)] 
pour un certain entier j, et pour tout n, alors Ax; … Ax, G(x1, …, x,) € AT. 
(L'énoncé serait faux sans la restriction au cas dénombrable ; voir exercice 3.) 


Démonstration. — 11 est immédiat que l’ensemble des formules qui sont 
satisfaites par tous les modèles de  L J contient #”. 


Inversement, soit F une formule satisfaite par tous les modèles de 7 L J. 
Si #7 L (— F) n’a pas de modèle égalitaire, F est conséquence égalitaire de A! 
et donc F ex”. Si #7 LU (— F) a un modèle égalitaire, par hypothèse il satisfait 
la négation d’une des formules de J, soit 


Vars. Vx, A AË x, x), 
n 


et, d’après le théorème 3 il existe une formule G(x:, …, x,) telle que 
ATV —E, Nxs … Vx, Gr, …, x) } ait un modèle (égalitaire) et telle que, 
pour chaque entier #, on ait 


ATVÉ—F}H Axe AT GG, 2, x%,) = — AP, x,)] 
et par conséquent #0 {—F}+ 
Aa AX LAS Ge, x) + — Ge, x,)]. 
Dans ce cas 
AH Axe Ax TA Ge, x) + (F V — Gi, …, x,))]. 
Par hypothèse 
Axe AXE V — Gi, X,))e °. 


Puisque Fest une formule close, F v Ax; … Ax, — G(x:, …, x,) est consé- 
quence de æ* et, par conséquent, élément de «77 ; donc 
AT LEE, Nas x, Gris se Xp) } 


n’a pas de modèle. Par conséquent, 7” L {— F } n’a pas de modèle et par 
suite A+ F. 
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COROLLAIRE. — Pour que 4 Ÿ J ait un modèle, il faut et il suffit que A* ait un 
modèle. 


En effet si æ L J a un modèle celui-ci est un modèle de #7. Si & LJ n’a 
pas de modèle, la formule finie L est satisfaite par tous les modèles de 7 U J, 
donc L e æ* et «4” n’a pas de modèle. 


EXERCICES 


1. a) Trouver des formules du second ordre dont les classes de modèles 
principaux soient respectivement : (i) les bons ordres, (ii) les bons ordres 
d’ordinal &w, (iii) les ordres complets, (iv) les ordres denses complets, 
sans premier ni dernier élément tels qu’il existe un sous-ensemble dénom- 
brable (de l’ensemble de base) dense sur l’ensemble de base. 


b) Montrer que les classes (ii) et (iv) définies dans a) contiennent un 
seul élément à un isomorphisme près. 


Solution. 


Soit 7 le langage égalitaire du premier ordre contenant un seul symbole 
relationnel à 2 variables que nous notons <, soient X, Y, Z des variables 
de type (0) et soit U une variable de type (0, 0). Le rang de chacune de 
ces variables est 1. Soit O la formule de Z qui est la conjonction des 
axiomes d’ordre strict. On écrira Xx pour xeX (p. 133). 


a) (i) La formule 
O A AX { VxXx = Vy[Xy À Az(z < y + — Xz)]}. 


de #0 — appelons-la B —, exprime que tout sous-ensemble X non 
vide (VxXx) a un premier élément, c’est-à-dire que l’ordre < est un 
bon ordre (cf. Ex. 7 du Chap. 3). 

(ii) B A AxTAz— (2 < x) V VyAzG <xez=yvz < })] 
est la formule cherchée. 

(ii) La formule 
Ax Ay((Xx À y < x) = Xy) À VxXx À Vx— Xx À 

À Àx Vy[Xx — (x < y À Xy)] 


de (0), — appelons-la C(X) —, exprime que X est une coupure ouverte 
à droite. Alors, les ordres complets sont les modèles de la formule 


O À AX Vx Ay[C(X) — (Xy + y < x)], 
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que nous désignerons par Com. 


(iv) Soient D(Y) la formule Ax Ay[ x < y -> Vz(x < z Az < y À Y2)| 
de Z(0) (Y est dense sur l’ensemble de base relativement à l’ordre <), 
W(2) la formule de Z(% qui exprime que la restriction de < à l’ensemble Z 
est un bon ordre d’ordinal æ, et Æ(U, Y, Z) la formule qui exprime 
que U est le graphe d’un isomorphisme entre Y et Z: 


Ax Vy Az(Yx + (Zy À [UGx, 2) y = z]) À 
À A Vx Az(Zy = (Yx A [UG, ex = z]) A 
A Ax AyLU(x, y) — (Yx À Zy)]. 
Alors la formule cherchée est : 
Ax Vy(y < x) À Ax Vy(x < y) À Com A 
À VY VZNUTD(Y) À W(Z) A IC, Y, 2)]. 


b) Il est évident que les bons ordres d’ordinal « sont tous isomorphes 
à l’ordre naturel des entiers positifs. D’après l’exercice 3, chapitre 4, tout 
ordre dense dénombrable sans premier ni dernier élément est isomorphe 
à l’ordre naturel des rationnels. Par conséquent, tout élément de la classe 
(iv) est isomorphe à l’ordre naturel sur les réels. 


Soit Z,, le langage obtenu en ajoutant au langage Z, pour i < m, un 
symbole d’individu c;(i e T), un symbole relationnel à p; variables (i e R), 
ou bien un symbole fonctionnel f, à p, — 1 variables (ie F) ; on suppose 
F= fn, nm }(n <n;31,i < k). Soit ?, le langage obtenu à partir 
de Z/, en remplaçant tout j; par R}(i e F), symbole relationnel à p; varia- 
bles. Pour j < £ on écrit F; pour (g; = p,,) 


Au. Au, Vus, Ru, u,,) À Au Aug; Av Aw 
RG, ug,-1, 0) À Ru, …., Ug-1, W) = 0 = w]. 
a) Pour toute formule 4’ de Z,, sans quantificateur, trouver une 
formule 4° prénexe purement universelle de Z,, telle que, pour toute 
réalisation M de Z, pour toute suite c; d'éléments de l’ensemble ÆE, 
de base de Miel), R; c Elie R), f, : E5  —EieF), R; « E°, 
R' étant le graphe de f;, 


MuU{c:iiel}VU{R:ieR}u{fiieF} 
satisfait 4’ si et seulement si MU {c:iel}U{R :ieRV F }satis- 
fait 4°. 


b) Soit 4’ une formule de Z, sans quantificateur, 4° la formule 
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correspondante de Z, trouvée dans (a) et soit 4, la traduction de 
Fi A A F; = A° dans Z° d’après le lemme 1. Montrer que 
Qi X1 .… Q, x, À, est réductible à une classe de formules prénexes uni- 
verselles de ?, si Q, = À pour tout ie F. 


c) & est le langage à un seul symbole relationnel P à une seule variable. 
Montrer qu’il n’existe aucun ensemble «7 de formules de *Z tel que la 
réalisation €E, P > puisse être complétée en une réalisation (E, P, f) 
(feEf) qui satisfait 


Ax(f (fx) = x À Px & — P(fx)) 


si et seulement si { E, P ÿ satisfait æ. 


d) Déduire de c) qu’il existe une formule close Vx: Vx2 Vxs AxaA 
de 0, A sans quantificateur, x, de type (0, 0), x, x3, x4 de type 0 qui 
n’est réductible à aucun ensemble de formules de Z. 


Solution. 


a) Soit T la plus petite classe de termes de Z/, qui contient 
tout terme qui apparaît dans À’, et telle que #,, …, ti ET Si 
fGisest-1) ET = n;,..,n). Pour tout terme re T, le degré d’une cons- 
tante = 0 et le degré de f — 1 + max degrés #, (j < p;). Pour t de degré 
> 0, soit y, une variable d’individu distincte de tous les symboles de 4’ 
et soient y, et y.. distinctes pour f # £’. On arrange les y, selon le degré 
de £ Pour tout # = fifi, …, t,,-1), te T, soit R; la formule 
RS, ee pis Pi, Où 15 = ps, Si degré 1, > 0, 1 — t; si degré 
(4) = 0 (j < p;). Soit B la conjonction de toutes les formules R, (degré 
de 1 > 0, fe T). La formule Ay,; … Ay,, (B — A!) est la formule 
cherchée, où r,, …, f, est une liste des termes de T de degré < 0, et 4! 
est obtenue en remplaçant chacun de ces + par y, dans 4’. 


b) Soit À; = Qi X;i4+1 … Q, XF; AA F, — À), où ñ; > i + l 
etn;_, < i. On va montrer que 4, est réductible à une classe æ, de for- 
mules prénexes universelles de Z;, au sens suivant : 


MU{G:h<iiel}U{R,:heRh<i}V{fi:heF,h<i}, 
soit M; est modèle de 7, si et seulement si 


MLU{cG:h<iiel}U{R; :heRLF,h<i} ! 
satisfait 4; où, pour he F, R, est le graphe de f;. Pour i = n, c’est une 
conséquence du lemme 1 et de (a). 

Supposons que 4;,, est réductible à la classe æ,,, de formules pré- 
nexes universelles de Z,,,. Si i + 1 # n;, On applique le théorème en 
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tenant compte du fait que le théorème de plongement est valide pour 
les langages avec symboles fonctionnels. 

Sii+1=n;, Qiy1 = A Soit X, Xe dis, = Au … Au; Xi, À, Sans 
quantificateur. Soit T l’ensemble des termes construit à partir des 
termes qui apparaissent dans X (comme dans a)). Pour tout fe T on 
associe 1* suivant le degré : si deg =0, 4 =1;sit= f(t,…, 1) 
Qa=p-Dethri tte fn (tionstg), et sih = j, 1* = y Où y, est 
une variable distincte de tous les symboles figurant dans X ; soient y,, 
y, distinctes pour # distinct de f’. Soient u,,.…, u, des éléments de 
l’ensemble de base de M. Il est évident que si une fonction fix est telle 
que M, U { Jiris iso, u, } satisfait — X,, il en est de même pour f#,: 
si frs et f*1 prennent les mêmes valeurs sur { £: 1 € T }. Soit X ï la 
formule obtenue à partir de X, en remplaçant # par t* et soit X, la 
conjonction de toutes les formules (q = pi+1 — 1) 

= AU AG = SG Ye Vs 
où s,1ET, 1= fixsffis st), S = fs …, 8). Pour qu’il existe 
fa telle que M, U { f41 } satisfasse X, il faut et il suffit que I, satis- 
fasse 


Ada ee AV (X 2 — XŸ), 


où Vs. ÿr, est une liste des variables introduites. 
ti tr 


c) <E,P>(P&E) peut être complétée en un modèle de 


Ax(ffx = x À Pxe> — Pfx) 


si et seulement si P et E — P ont le même cardinal. Or, d’après l’élimina- 
tion des quantificateurs (Ch. 4, anneaux booléens) pour toute formule X 
close de Z, ou bien X est vraie dans toute réalisation dans laquelle 
PetE— P sont tous deux infinis, ou bien X est fausse dans toute réali- 
sation satisfaisant à cette condition. On prend Æ, non dénombrable, 
P, dénombrable, E; dénombrable (et infini), P, et E; — P, dénom- 
brables ; pour tout ensemble 7 de formules closes de Z ou bien 
€Ew Po) et Er P, > sont deux modèles de 7 ou bien ni l’un ni l’autre 
n’en est un. Or (En, P, » satisfait la formule ci-dessus, mais non < Eo, Po }. 


> 


d)< E, P } peut être complétée en un modèle de Ax(fx= x A Pxe>—Pfx) 
si et seulement si elle peut être complétée en un modèle de 


Ax Vy Az[(Bxz = z = y) À Byx À (Pre — Py)]. 


On obtient la formule cherchée en appliquant le lemme 1. 


144 


3. 


ÉLÉMENTS DE LOGIQUE MATHÉMATIQUE 


a) Soit 7 un ensemble de formules finies de Z, J un ensemble de for- 
mules infinies de type 


Ax; … Ax, W A (Xi + Xp) (n = 1,2,3,...), 


et #* l’ensemble de formules défini dans l’énoncé du théorème 4. Montrer 
que pour que Fe «/” il faut et il suffit qu’il existe un sous-ensemble dénom- 
brable 7, de «7 et un sous-ensemble dénombrable J, de J tels que 
Fes (4 n’est évidemment pas supposé dénombrable). 

b) On suppose que Z est le langage à une seule sorte de variable ainsi 
défini: Cy = N, RŸ = { R;: EE BIN)} LU {R}, où R (est un symbole 
quelconque qui) n’est ni dans N ni un R;. Soit l’ensemble des 
formules suivantes de Z 


{Rn:neë, ÉeBN)}U{—Rninéé,ËéeB(N)}U 
U { Vx(Rx + — Rix) : ÉeF(N)}, 


as {a Waxen). 


Montrer que 4 LU J n’a pas de modèle, mais que tout sous-ensemble 
dénombrable en a un. En déduire que «7° n’est pas contradictoire. 

c) On suppose que Z est le langage ainsi défini : C,=N, un seul 
symbole relationnel R, R ayant un seul argument. & = @ et J est l’en- 
semble non dénombrable 


[ns Wan} o {Woo rnisem). 


Où (—)ér désigne — sineë,et—— sinéé. 
Montrer que «7 L J n’a pas de modèle, mais que chacun de ses sous- 
ensembles dénombrables en a un. 


Solution. 


a) Il suffit de montrer que toutes les conditions de clôture qu’on a 
imposées à l’ensemble a7” sont aussi satisfaites par la plus petite classe 7€ 
de formules (finies) de Z telle que : & € 4°; pour toute formule 
close G de Z, si #° + G est alors Ge #° ; et, pour tout j et pour 
toute formule G(x,, …, x,) (p = p(j)) s’il existe un sous-ensemble dénom- 
brable %, LU J, de «7 L J tel que, pour tout n, 


Ax … Ax (Ac, …, x,) = Gxs, …, X»)) 
soit satisfaite dans tout modèle de æ, LU Jo, alors 


Ax1. AX, Gr, X) Em. 
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Car, si pour tout n, il existe æ, LU J,, (gg, LU J, dénombrable) tel que 


A4, 0 Fit Axe X AG ce Xp) —+ GX: x,)); 
alors on peut prendre pour æ, le sous-ensemble dénombrable U (4, L J,). 
b) et c) sont évidentes en tenant compte du fait que tout modèle de 
Ax W (x = ni) admet forcément comme réalisation de R l’un des ensembles 


{nineë} (£e BAN)). 


Soit Z un langage dénombrable égalitaire à k types de variables tel 
que CŸ” = N (autrement dit les entiers naturels sont des symboles de 
constante de type 1 de #). Une réalisation égalitaire de , ayant pour 
ensembles de base U,, …., U,, est appelée w-réalisation si et seulement 
si U, =Netn=npourchaquenenN, n'étant la valeur prise par n dans 
la réalisation considérée. Soit «/ un ensemble de formules closes de Z 
qui contient la formule n # n' pour tout couple (7, n') d’entiers naturels 
distincts. 


a) Montrer que l’ensemble des formules satisfaites par tous les «- 
modèles de & est le plus petit ensemble «7° de formules de Z tel que : 
Æ © s#4°; pour toute formule close F, et toute formule Gx de ?, si 
4°t+ F alors Fe.#°; si, pour tout entier n, #/°+ Gn, alors AxGx € «7°. 


b) En utilisant le théorème 3, montrer que si X & N est définissable 
(chap. précédent) dans tous les w-modèles de il existe deux formules 
Fet Gx, x étant de type 1, telles que, pour tout pe N 


pEXæH®LUIFIHGp, pÉXed°U{FIE — Gp. 


c) Montrer que a) serait faux sans la restriction à des langages dénom- 
brables. 


Solution. 


a) Une réalisation égalitaire de est une w-réalisation si et seulement 
si elle satisfait la formule infinie Ax \W x = n. On applique le théo- 


n 


rème 4. 


b) Remarquons d’abord que, dans une w-réalisation de , un sous- 
ensemble X de N est définissable si et seulement si il est définissable sur N 
(en effet, N est l’ensemble de base de type 1 de la réalisation en question). 

Pour toute formule A(x, x, …, x,) et tout entier p, posons 


As vs Xn) = A(P, X4, + Xn) si peX 
et 
As es Xn) = 1 AP, Xi Xn) Si PÉX. 
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Comme X est définissable dans tous les w-modèles de Æ, chacun d’eux 
satisfait une des formules infinies 


Vas Vx, M AG, …, x) 
P 


pour une certaine formule A(x, x;, …, x,) de Z. Donc tout modèle de .@ 
satisfait soit une de ces formules soit Vx M (x # p), x étânt de type 1, 


et tout modèle de 7° satisfait une des formules infinies, soit 


Vas Vx, A Ar, x). 
P 


En appliquant le corollaire du Théorème 3 on voit qu’il existe une formule 
Bx:, …, x,) telle que : 27° LU { Vxs … Vx, B(xi, …, x,) } est consistant et 


AE AX  AX BG, …., x,) + 4,61, x,)] 
pour chaque entier p. En prenant 
Vars. Vx, B(x:, …, x,) pour F 
et 
Vars Vas CBC, …, x,) À AGx, x1,.…, x,)] pour Gx 


on obtient le résultat cherché. (Ce résultat peut aussi être démontré par 
la méthode du Théorème 5, Chap. 6.) 


c) La partie b) de l'exercice précédent donne la solution parce que 
J = Ax W (x = n), c’est-à-dire que l’ensemble #4 qui y est défini 


ñ . + 
n’a pas de w-modèle, bien que æ° soit consistant. 


a) Définir les classes suivantes de structures en utilisant des formules 
infinies : (i) Corps ordonnés archimédiens, (ii) Groupes engendrés par 
les p générateurs 4,, a;, …, a» (Gi) Ensembles des types < 7 héréditai- 
rement finis. 


b) Montrer que chacune des classes (i)-(iii) définies dans a) est la 
classe des modèles d’une seule formule du second ordre, et qu'aucune 
d’entre elles n’est la classe des modèles d’un ensemble de formules finies 
du premier ordre. 


Solution. 


a) (i) On considère le langage des corps ordonnés, les axiomes pour 
ces corps, et on ajoute la formule Ax \W/ (x < 5,), où os, est leto,,; 


Li] 
désigne le terme (o, + 1). (i) On considère le langage de groupe, 
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les axiomes de groupe, et ia formule Ax W (x = 5,), où s, est une énu- 
n 
mération de tous les termes 
(A FO: V'ÉRPER r 
et 
nA<i<n,l<j<p)=lou-Itou=0. 

(ii) On considère le langage Z dont le seul symbole relationnel est =, 

et on construit Z° comme dans le Chap. 5. Les axiomes sont ceux de 


la théorie des types et, en plus, pour tout o & [r], où o = (is Oh) 
Ax° WW E, x, où E, x est la formule 
n 


ANT AXE nn ANT AXE (TGS, XF) ES x À 
À nest) x] [re v Gt = xt Are A XP = xf7) V 1) 
a<i<j<n+i. 


b) Il est évident (Chap. 3, exercice 1) qu’aucune de ces classes n’est la 
classe.des modèles d’un ensemble de formules du premier ordre ; (i) voir 
chap. 3, exercice 7, (ii) on ajoute une nouvelle constante a et les axiomes 
s, #4,5, #4, (ii) on ajoute une constante a) de type (0), les 
constantes ci, C2, … du type 0, et les axiomes c, &ç0, 4° pour n = 1, 2, … 
et c, # © pour tout couple (n, m) d’entiers distincts. Par contre, toute 
formule infinie de a) équivaut à une seule formule de second ordre. 
On considère les deux cas : la variable X varie : «) sur la famille de tous 
les sous-ensembles de l’ensemble de base de la réalisation considérée, 8) 
sur la famille de tous ses sous-ensembles finis (voir chap. 5, Ex 6 b)). 
() On écrit À pour 


AX{[zeX 1 Ay(y + 1eX—yeX)]-1eX} 
et B pour 
VX[1eX À Ayy #zAyeX —y+lex)]. 


Dans les deux cas on a : 
W (= 0,) — A. 


Dans le cas «) on a aussi 


A WG 


On) » 


dans le cas ff) on a 


B— W(G=0;). 
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Par conséquent, dans les deux cas, on a 


WG=5,)#1(4 A B), 


AzB étant vraie dans le cas @). Puisque W (x < o,) équivaut à 


Vx<zaWe=5)], 


On a 


W (x < 9,) = Vz(x < z À A À B) 


dans les deux cas. 


(ii) On ne considère que le cas («) ; la modification requise dans le cas ( B) 
est analogue à (i) : 


W = 5,) < AXT(xeX À Ayl(ya; eX v yaï! ex v 
V ya,eX V ya,  eX)— yeX]) 1 eX]. 


(it) On écrit z = y LU (z,, …, Z), Z; étant un terme de type o;,, pour 1 < i< P, 
pour 


AXT  AXPP (Or, x) E, 2 
[Os x) ep V Gi = z À À X9 = Zy)]). 
Alors, dans le cas x), si x, Y, Z, Z,, …, z, Sont des variables de type 
O, OC, O, Os e, O TeSpectivement, W E, x équivaut à 
AX {AY Az Az; … AZ [LyeX A y=zU(z, z»)] — | 
(GieX AA z,eX À zeX)] + [xeX — peX] Pa 


APPENDICE I 
LA MÉTHODE AXIOMATIQUE 


Le caractère général de cette méthode est habituellement décrit comme suit. 
A la place d’affirmations concernant certaines propriétés abstraites d’objets 
et de concepts de nature variée (espace, point matériel, probabilité, etc.), 
on considère des affirmations de la forme suivante : pour toute collection 
d'objets (dont la nature n’est pas autrement spécifiée) et pour tout système 
de relations entre ces objets, si ces relations vérifient certaines conditions 
purement logiques (!) données (qu’on appelle les axiomes), alors elles vérifient 
aussi certaines autres conditions purement logiques (qu’on appelle les théo- 
rèmes de la théorie axiomatique correspondante). Dans diverses parties des 
mathématiques axiomatiques ordinaires, un petit nombre de systèmes axio- 
matiques particuliers ont été isolés et étudiés ; grâce à ce procédé, une bonne 
partie des mathématiques a été édifiée d’une façon systématique et compréhen- 
sible. On ne s’est pas intéressé aux systèmes axiomatiques quelconques, ni 
même à des classes générales de systèmes axiomatiques. Aussi l'expérience 
tirée des mathématiques « ordinaires » ne fournit-elle aucune raison de sup- 
poser que, pour des classes générales de systèmes axiomatiques, on puisse 
obtenir des résultats utiles contribuant à l'emploi efficace de la méthode axio- 
matique. 

Nous voudrions présenter ici certaines applications d’une étude portant 
sur des classes générales de systèmes axiomatiques. La classe d’axiomes que 
nous étudierons principalement — mais non exclusivement — est celle de la 
logique des prédicats du premier ordre, qui est définie de façon précise dans 
les chapitres 1 et 2. En gros, cette classe est caractérisée par le fait que les 
formules considérées expriment certaines propriétés de relations et d’opéra- 
tions portant sur un domaine E, et que dans la définition de ces propriétés 
interviennent seulement des quantifications portant sur les éléments de E, 
et non pas sur les sous-ensembles de E, etc. Exemples : le fait qu’une relation 
est une relation d’ordre s'exprime par une formule du premier ordre, mais 
non pas de fait que c’est une relation de bon-ordre. Ou encore, la propriété 
d’être un groupe (c’est-à-dire, pour une relation aob=c, de satisfaire les axio- 
mes de groupe) est du premier ordre, aïnsi que celle d’être un groupe commu- 
tatif. La propriété d’être un groupe ordonnable ne se définit pas en termes 


@) Logique est pris ici dans le sens que lui donne Bourbaki, Chap. XXII, p. 73. 
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du premier ordre, puisqu'elle s'exprime par : «il existe une relation d’ordre 
sur Ë compatible avec l’opération de groupe, c’est-à-dire un sous-ensemble 
de E? tel que. » ; mais cette propriété est équivalente à un certain ensemble 
infini de conditions du premier ordre. Enfin la propriété d’être un groupe à 
nombre fini de générateurs, et celle d’être un groupe dénombrable, ne sont 
pas équivalentes à des ensembles, même infinis, de conditions du premier 
ordre. 

Ainsi la classe des systèmes axiomatiques pour laquelle nous obtenons ces 
résultats généraux ne contient pas toutes les mathématiques usuelles, à 
cause de la restriction sur les quantifications d’ordre supérieur. En compen- 
sation, nous employons des systèmes infinis d’axiomes, c’est-à-dire que nous 
considérons des structures vérifiant un ensemble infini de conditions, et pou- 
vons ainsi manier toute une classe de problèmes qui sont formulés en termes 
d'ordre supérieur, mais sont réductibles a des problèmes portant sur des 
ensembles infinis de conditions du premier ordre. Les exemples sont donnés 
dans les chapitres 1 et 3, principalement en exercices. Les résultats généraux 
les plus utiles sont les suivants, tous reliés entre eux : 1° le théorème de fini- 
tude : si une formule À du premier ordre est satisfaite dans toutes les structures 
qui satisfont une classe «7 de formules du premier ordre, alors il existe un 
sous-ensemble fini 7, de 7 qui implique À ; 2° la méthode des constantes 
(exercice 2 du chapitre 3) qui généralise le principe — bien connu en algèbre — 
d'introduction d’éléments transcendants (par exemple, on déduit une structure 
contenant un élément & telle que p,(£) £ 0 pour tout n à partir d’une structure 
qui, pour tout », contient un élément é, satisfaisant p{£,) # 0 pour tout i < n). 
39 le théorème de plongement qui fournit une condition nécessaire et suffisante 
pour qu’une structure soit plongeable dans une autre qui satisfasse une classe 
donnée «7 d’axiomes. (Les affirmations au sujet des groupes dans le précédent 
paragraphe sont des corollaires immédiats des 1° et 39). Ces théorèmes per- 
mettent de simplifier plusieurs résultats connus qui consistent à passer des 
sous-systèmes finis au système entier, ou à obtenir des conditions de plongement 
(équationnelles) du premier ordre. Mais le principal intérêt de ces théorèmes, 
c’est peut-être d’éclaircir le caractère général d’un problème, en montrant 
ce qui est général et ce qui est particulier. Ainsi à première vue, il peut paraître 
remarquable qu’il existe une condition algébrique, c’est-à-dire du premier ordre, 
qui est nécessaire et suffisante pour qu’un corps soit ordonnable 


Gi +e + x +140, pour n= 1,2, …); 


or, en tant que résultat général, c’est là une conséquence immédiate du 3° ci- 
dessus ; et c’est seulement sur des points de détail que les conditions trouvées 
demandent un examen spécial, par exemple pour montrer que cet ensemble de 
conditions ne peut pas être remplacé par un ensemble fini. Notons en passant 
qu’il existe une intéressante théorie qui relie les propriétés algébriques usuelles 
de certaines classes de structures à la forme syntaxique des axiomes définissant 
ces classes. Aïnsi les axiomes de groupe sont purement équationnels ; les 
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axiomes de corps contiennent des combinaisons propositionnelles d'équations 
(équations conditionnelles) : x = 0 v xx71=e; les axiomes de corps algé- 
briquement clos et ceux de corps réels fermés sont tous de la forme : quan- 
tificateurs universels suivis de quantificateurs existentiels suivis d’une combi- 
naison d'équations. Cette théorie permet de répondre à des questions 
comme : Pourquoi le fait qu’un corps est ordonnable peut-il être exprimé par 
des ensembles d’inéquations et non pas par des ensembles d'équations ? 
Réponse : si un ensemble d'équations est satisfait dans une certaine structure, 
alors il est satisfait dans toute image homomorphe d’une sous-structure quel- 
conque de cette structure ; par conséquent, si un ensemble d'équations est 
satisfait dans le corps des rationnels, il est aussi satisfait dans le corps des entiers 
modulo 2; mais le corps des rationnels est ordonnable alors que celui des 
entiers modulo 2 ne l’est pas. Pour des développements récents de cette théorie, 
cf. l'ouvrage de A. Robinson, Introduction to model theory and to the meta- 
mathematics of algebra, Amsterdam (1963) North Holland Publishing Co. 
(Le chapitre 6 du présent ouvrage expose les méthodes de cette théorie.) 

Le chapitre 4 illustre un emploi plus spécifique de la notion de formule du 
premier ordre, emploi qui permet d'extraire toute la «force » de certaines 
constructions particulières. Ainsi la théorie du résultant en algèbre permet de 
trouver une condition équationnelle par rapport aux coefficients de deux poly- 
nômes qui est nécessaire et suffisante pour que ces polynômes aient une racine 
commune. Mais la même construction fournit beaucoup plus, à savoir un 
ensemble de conditions analogues pour une formule du premier ordre quel- 
conque dans la théorie des corps algébriquement fermés ! Semblable, mais 
plus intéressant, est le cas des corps réels fermés. Sturm a montré, il y a 
longtemps, qu’un polynôme s’annule sur le segment fermé (a, b) si et seulement 
si une certaine inégalité polynomiale est satisfaite (les termes de cette inégalité 
étant obtenus rationnellement à partir de a, b, et des coefficients du polynôme 
donné). Artin et Schreier ont isolés les axiomes sur lesquels repose cette équi- 
valence, à savoir ceux des corps réels fermés. Une fois qu’on possède la 
notion de formule du premier ordre, il est naturel de chercher à étendre cette 
méthode afin d’englober toutes les formules du premier ordre dans la théorie 
des corps. Ce problème a été mentionné par Herbrand, et complètement 
traité par Tarski, qui a montré que toute formule du premier ordre de la théorie 
considérée est équivalente à une combinaison booléenne d’égalités et d’inéga- 
lités polynomiales. En particulier, lorsqu’une telle formule est sans variables 
libres, ou bien elle est vraie dans tous les corps réels fermés, ou bien elle 
est fausse dans tous. En d’autres termes, bien que les corps réels fermés 
ne soient ‘évidemment pas tous isomorphes, ils sont néanmoins équivalents 
par rapport aux formules du premier ordre construites à partir d’égalités 
et d’inégalités polynomiales. On en déduit une démonstration presque immé- 
diate du théorème d’Artin sur la représentation des formes définies positives 
comme sommes de carrés de formes rationnelles, démonstration qui est donnée 
en exercice dans le chapitre 4. 
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Les ensembles 37 d’axiomes dont tous les modèles sont équivalents vis-à- 
vis des formules du premier ordre (exprimables dans les notations de æ#) 
sont dits safurés ou complets. Une remarquable théorie des modèles de ces 
ensembles a été récemment édifiée par Morley (Trans. Ann. Math. Soc., 114 
(1965), 514-438), théorie qui est étroitement parallèle à la théorie de Cantor des 
sous-ensembles fermés de la droite. Les ensembles fermés qui viennent tout 
d’abord à l’esprit sont très particuliers ; s’ils ne sont pas parfaæits au départ, 
leur premier ou second dérivé est parfait (éventuellement vide), bien que, pour 
chaque ordinal dénombrable x, il existe un ensemble fermé dont le «-ème dérivé 
n’est pas parfait. De même, pour les quelques ensembles complets & qui se 
sont présentés dans d’autres branches des mathématiques, les ordinaux qui 
leur correspondent dans la théorie de Morley sont finis, bien que pour chaque 
ordinal « dénombrable, il existe un ensemble complet (et dénombrable) auquel 
correspond cet a. 

Le théorème de finitude (p. 150) entraîne que tout système d’axiomes du pre- 
mier ordre possédant un modèle infini possède aussi nécessairement des modè- 
les infinis de différentes cardinalités (et par conséquent non isomorphes). 
Historiquement, c’est pour caractériser de façon unique certaines structures 
infinies que furent introduits les premiers systèmes d’axiomes — et les plus 
connus —, par exemple les axiomes de Peano pour l’arithmétique et ceux 
de Dedekind pour le continu. En regardant de plus près ces systèmes d’axiomes, 
on s’aperçoit que leur interprétation usuelle ne prend pas en considération 
la totalité des modèles généraux, mais seulement certains d’entre eux ; autrement 
dit, ce n’est pas seulement la signification des symboles logiques qui est imposée, 
mais aussi celle de certains autres symboles. En particulier, dans les systèmes 
d’axiomes classiques apparaissent certaines «variables d’ensembles », et les 
modèles considérés sont ceux où ces variables décrivent l’ensemble de tous 
les sous-ensembles (de l’ensemble appelé E à la p. 149). Les langages qui contien- 
nent de telles variables d’ensembles sont dits d’ordre supérieur, et les modèles 
de l’espèce restreinte qu’on vient de décrire sont dits principaux. Les systèmes 
d’axiomes de Peano et de Dedekind sont du second ordre. On trouvera dans 
le chapitre 7 quelques résultats isolés, par exemple la réduction de la validité 
d'ordre n (pour n fini > 2) à la validité du second ordre, mais la plupart des 
résultats généraux concernant les systèmes du premier ordre ne se laissent pas 
étendre au cas supérieur. On définit une classe intermédiaire de modèles, celle 
des « w-modèles », en imposant à l’un des symboles de relation monadique 
d’être réalisé par l’ensemble des nombres naturels, et à l’un des symboles de 
relation dyadique d’être réalisé par la relation de successeur. On rencontre 
constamment de telles classes de structures dans les mathématiques courantes, 
par exemple les espaces vectoriels sur le corps des rationnels ; par contre, la 
classe des espaces vectoriels sur un corps quelconque (non fixé) n’est autre que 
la classe de tous les modèles (sans restriction) d’un certain système d’axiomes 
de premier ordre. Dans le chapitre 7, certains résultats concernant les modèles 
généraux sont étendus aux æ-modèles, et on trouvera beaucoup plus sur ce 
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sujet dans les références qui accompagnent le résumé du chapitre 6; mais 
contrairement aux cas des modèles généraux, il est souvent essentiel que les 
axiomes soient en infinité dénombrable, du moins lorsqu'on se borne aux for- 
mules finies. 

Les résultats « négatifs » de non-catégoricité (relatifs aux systèmes d’axiomes 
du premier ordre) ont comme côté « positif » l’existence de modèles non prin- 
cipaux (dits aussi : non-standards, exercice 2 du chapitre 3). Tout récemment, 
on a utilisé ces modèles pour édifier l’Analyse non-standard. Elle diffère essen- 
tiellement des autres tentatives d'Analyse sur un corps non archimédien K 
en ce qu’elle fait intervenir l’ensemble des «entiers de K» (qui satisfait les 
axiomes arithmétiques qu’on s’est donné). L'existence de modèles non prin- 
cipaux implique l'existence de corps non archimédiens admettant de tels «en- 
tiers » (non archimédiens) et non pas seulement des « réels » non archimédiens 
* (par exemple, dans une série de Taylor Za, x", la variable n varie sur tous les 
entiers de K et non pas seulement sur les entiers standards). On trouve un 
exposé de cette véritable Analyse infinitésimale dans l'ouvrage de A. Robinson, 
Non-standard analysis, Amsterdam (1966), North Holland Publishing Co. 

Jusqu'ici, on a mis en évidence les applications au sens strict du mot : les 
techniques indiquées dans le texte permettaient de répondre à des questions 
explicitement formulées dans le langage mathématique ordinaire. Il reste à 
examiner ce qui constitue, à long terme, le rôle le plus fructueux des notions 
nouvelles, à savoir la possibilité de formuler certaines questions que nous 
avons dans l'esprit sans que nous soyons capables de les exprimer de façon 
précise dans le langage mathématique ordinaire (et il resterait encore, bien 
entendu, les applications éventuelles à certaines branches inhabituelles des 
mathématiques). Dans cet ordre d’idées, l'exemple le plus frappant est peut- 
être constitué par la théorie des ensembles uniformément définissables, indiquée 
dans le chapitre 6, qui peut être illustrée par les questions élémentaires suivan- 
tes : considérons les corps commutatifs de caractéristique nulle, ils contiennent 
tous un sous-corps isomorphe au corps des rationnels. Posons-nous les ques- 
tions suivantes : 1° (resp. : 2°) quelles sont les formules du premier ordre A(x) 
qui définissent le même ensemble de rationnels dans chacun des corps considé- 
rés, c’est-à-dire sont satisfaites dans chacun de ces corps par les mêmes ration- 
nels (resp. : et seulement par des rationnels) ? 3° quels sont les ensembles de 
rationnels qui peuvent être ainsi définis ? 4° quels sont les ensembles de ration- 
nels qui, dans chaque corps commutatif de caractéristique nulle, peuvent être 
définis par une formule du premier ordre dépendant éventuellement du corps 
considéré ? Les solutions complètes de ces problèmes s’obtiennent comme 
corollaires de théorèmes tout à fait généraux relatifs à des systèmes d’axiomes 
quelconques. Le 3° et le 4° sont équivalents, ce qui fournit une nouvelle et 
puissante condition d’uniformité ; la réponse au 2° est constituée seulement 
par les formules définissant des ensembles finis : autrement dit, il faut aban- 
donner l'espoir de distinguer les rationnels par une condition du premier ordre 
qui soit la même dans tous les corps — et, en fait, il existe même un corps 
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commutatif de caractéristique nulle dans lequel les rationnels ne peuvent pas 
être distingués par une condition du premier ordre (un algébriste dirait : ne 
peuvent pas être algébriquement caractérisés). Il suffit de réfléchir un instant 
pour voir que ces questions ne sont intéressantes que si l’on s’autorise à consi- 
dérer une formule 4 arbitraire du premier ordre, et non pas seulement des 
équations ou des combinaisons propositionnelles d'équations. C’est évidem- 
ment là une raison supplémentaire pour que les questions ci-dessus n’aient 
jamais été traitées dans la littérature mathématique « ordinaire ». 

Ce travail sur les ensembles définissables dans les modèles généraux s’étend 
aussi aux w-modèles décrits ci-dessus. I1 fournit une application de la théorie 
des modèles à deux autres branches de la logique, non traitées dans ce livre : 
la théorie des ensembles récursifs et celle des ensembles hyperarithmétiques. 
Cette application est fondée sur les faits suivants : d’une part les éléments de 
base en théorie de la récursivité sont 1° les ensembles finis (de nombres natu- 
rels), 2° les ensembles récursifs ; d’autre part, les ensembles uniformément 
définissables dans les systèmes axiomatiques usuels pour larithmétique ne 
sont autres que les ensembles finis si la définissabilité est prise au sens 2° du 
précédent paragraphe, les ensembles récursifs si elle est prise au sens 1°, On 
peut alors généraliser la théorie de la récursivité dans deux directions : en 
remplaçant les systèmes d’axiomes usuels pour l’arithmétique par d’autres 
systèmes, et en remplaçant la classe des modèles généraux par d’autres classes 
de modèles. 
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FONDEMENTS DES MATHÉMATIQUES 


Introduction. 


La théorie des fondements décrit et analyse les mathématiques dites «intui- 
tives », c’est-à-dire telles qu’elles se présentent à l’esprit des mathématiciens de 
métier. 

La partie descriptive formule la pratique mathématique dans un langage 
formel (par exemple le langage ensembliste). Ceci épure et précise la pratique 
parce que, contrairement aux langages courants, les langages formels ont un 
vocabulaire très réduit et une grammaire parfaitement exacte. La partie des- 
criptive n’est évidemment qu’une partie auxiliaire des fondements : comme 
toute description des connaissances intuitives, elle fait intervenir comme 
essentielle l’idée ou la conception qu’on a des choses décrites ; en particulier, 
le langage formel ne se rapproche point du langage de la pratique sur le plan 
syntaxique (heureusement), mais il exprime correctement les énoncés formulés 
par elle. On note aussi que la précision du langage formel, bien que fort utile 
pour le développement technique, n’aide guère à résoudre des difficultés 
dues à une conception défectueuse (au contraire, c’est la réflexion sur la 
conception intuitive qui conduit à un bon langage). Par exemple, dans les 
«crises » bien connues, voir À, & 1 ci-dessous, les contradictions découlaient 
de principes (axiomes, règles d’inférences) tout à fait explicites, ce qui montre 
qu’il ne s’agissait point d’un manque de précision formelle ; parmi des principes 
formellement précis, on ne savait pas distinguer les bons des mauvais. 

Les fondements proprement dits s’occupent de ce genre de question, ce qui 
peut réclamer des considérations nettement différentes de celles de la pratique 
mathématique. En particulier, les fondements cherchent (un cadre qui permette 
la formulation) de bonnes raisons pour les principes de base que la pratique 
accepte, tandis que celle-ci ne s’occupe que des démonstrations à partir de 
ces principes. Les méthodes utilisées dans une telle analyse approfondie de la 
pratique conduisent souvent à une exfension de sa compréhension théorique. 
Un cas particulièrement important est la recherche de nouveaux axiomes de 
base, ce qui n’est rien d’autre que la continuation de la recherche qui a fourni 
les axiomes de base courants. 
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D’après ce qu’on vient de dire les fondements doivent dépasser la pratique. 
Découvrir ces nouvelles notions et ces nouvelles méthodes peut avoir une 
saveur philosophique incontestable. 1° Si Pon pense que ce qui est significatif 
dans les mathématiques intuitives concerne certains objets (abstraits) on abou- 
tira à une théorie « réaliste » de ces objets de base : les fondements ainsi obte- 
aus analyseront les significations des énoncés intuitifs en termes de cette théorie 
et dériveront les règles du raisonnement des lois auxquelles obéissent les objets 
de base. On peut comparer des fondements réalistes à une physique générale 
qui interprète l’expérience physique ordinaire en terme de composants fonda- 
mentaux du monde matériel (les particules élémentaires dans la physique 
générale courante). 2° Si, par contre, on pense que la preuve ou, plus spéciale- 
ment, les espèces de preuves constituent l’essentiel des mathématiques intuitives 
on essaiera de formuler les fondements dans des termes « idéalistes » qui se 
réfèrent à l’activité mathématique elle-même. On trouve un exemple du 1° 
dans la partie A ci-dessous sur les fondements sémantiques ensemblistes lici 
les significations des formules sont les réalisations des chapitres 2, 7]: et un 
exemple du 2° dans B, qui esquisse les fondements syntaxiques combinatoires 
(prenant, d’ailleurs, l’activité mathématique dans un sens plutôt étroit). On 
mentionnera des inconvénients de ces deux théories des fondements dans B, 
$ 4 a). 


Signalons ici deux difficultés particulièrement notables dans les fondements 
(mais aussi présentes dans toute tentative de compréhension théorique). 
Premièrement, pour décider entre deux conceptions rivales il faut en sortir : 
si, consciemment ou non, on accepte l’une on risque de ne pas prendre au sérieux 
Pautre ! Aux yeux du réaliste en question, l’autre néglige l’essentiel, à savoir 
les objets de base, et se perd dans des distinctions mineures (qui sont peut- 
être analogues à la distinction entre les observations à l’œil nu et celles à l’aide 
du microscope, distinction à laquelle on n’attribue aucune signification phy- 
sique). En revanche, l’idéaliste trouve bizarre l’idée de dériver le raisonnement 
intuitif des lois hypothétiques sur ces objets abstraits qu’il considère comme 
douteux ou, tout au moins, comme peu essentiels aux mathématiques. Deu- 
xièmement, si les conceptions considérées sont vieilles et donc viables, elles 
sont forcément en accord avec toutes les mathématiques élémentaires ; par 
conséquent, la décision entre les conceptions peut réclamer un développement 
des mathématiques intuitives (ce qui correspond à la découverte d’un experi- 
mentum crucis en physique théorique). Il va de soi qu’un appareil déjà fort 
compliqué peut être nécessaire à la formulation même d’une conception : y 
parvenir est une des tâches principales de la logique mathématique. 


Quant à l'utilité des fondements pour les mathématiques intuitives, elle est 
tout à fait parallèle à celle d’autres analyses théoriques. On trouvera dans 
l’appendice I quelques applications de l’analyse sémantique. Et on a appliqué 
les méthodes de l’analyse syntaxique aux machines à calculer : ce qui n’a rien 


d'étonnant, puisqu’une des idées qui se trouvent à son origine c’est que le 
q q 
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raisonnement mathématique est mécanisable. En bref, l’utilité des fondements 
est, en principe, hors de question. 

Dans des cas particuliers nous avons la situation suivante. Si une question, 
disons en théorie des nombres, est formellement indécidée par les axiomes de 
base de la pratique, sa solution peut réclamer l’aide de la théorie des fondements : 
d’abord pour établir cette indécidabilité et ensuite pour trouver de nouveaux 
axiomes (et ces possibilités sont réalisées dans A, & 3). Mais à l’heure actuelle 
la situation est confuse en Arithmétique ou Analyse : d’une part on ignore des 
questions qui sont effectivement étudiées dans la pratique mais indépendantes 
des axiomes courants, voir B, $lc ; d’autre part pour en trouver on ne peut 
faire confiance aux mathématiciens qui ne connaissent pas les méthodes de 
la théorie des fondements (de même qu’on n’a trouvé en Arithmétique que peu 
d’aspects relevant de la théorie des groupes tant qu’on n’a pas d’abord maîtrisé 
cette théorie). 


Fondement et erreur. Un problème philosophique classique est de se deman- 
der comment éliminer éventuellement l’erreur de l'expérience naïve. Les fon- 
dements décrits ici ne fournissent que peu d’éléments pour le résoudre (et, 
en particulier, la formalisation, d’elle-même, n’en fournit aucun). On ne peut 
exclure la possibilité qu’il y ait des erreurs de base à éliminer ; mais les deux 
exemples, souvent cités, de convictions naïves trompeuses, ne sont pas conclu- 
ants, à savoir les paradoxes de la théorie des ensembles (A, & 2} et l’existence 
en arithmétique de propositions formellement indécidables (A, $ 3). En fait, 
les objections que firent les mathématiciens à l'introduction de la notion 
d’ensemble (alors appelée « classe ») sont légendaires, ainsi que leurs efforts 
pour montrer que le raisonnement mathématique (même en géométrie élémen- 
taire !) n’est pas mécanisable. Au plus, l'attitude naïve a été hyper-conserva- 
trice. 


Une doctrine anti-philosophique (positiviste). Cette doctrine courante 
voudrait confiner les fondements à leur partie descriptive et, en particulier, 
supprimer les questions traditionnelles de fondements plutôt que les résoudre 
parce que, d’après cette doctrine, elles manquent de précision. On a noté les 
inconvénients fondamentaux d’une telle restriction au début de la présente 
introduction et on les considérera de près par rapport aux fondements séman- 
tiques dans À, $ 4c) et par rapport aux fondements combinatoires dans B, $ 4. 
Mais, il convient de signaler ici quelques considérations générales au sujet de 
la doctrine en question. 

La précision qu’elle sous-entend réclame une formulation en termes dits 
« positivistes » ou « opérationnels » ce qui revient à « formels » en mathéma- 
tiques. Cette exigence, à son tour, repose sur la découverte [A, $ 4a)] que le 
raisonnement logique élémentaire (c’est-à-dire, du premier ordre] est sinon 
formel (mécanique), du moins formalisable (mécanisable). Avant cette décou- 
verte, la philosophie positiviste n’avait aucun point d’appui dans le raisonne- 
ment mathématique. 
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On note d’abord que l'énoncé même de cette découverte fait intervenir la 
notion intuitive de conséquence logique : en l’acceptant on montre son équiva- 
lence avec une certaine relation formelle. Cela n’élimine point la notion intui- 
tive, mais, au contraire, en établit une propriété fondamentale, à savoir l’exis- 
tence d’un critère formel. Le positivisme va plus loin : ayant formulé (correc- 
tement) le critère de précision formelle, il conclut (à tort) que ce critère carac- 
térise les limites effectives de la pensée mathématique. Les progrès des fonde- 
ments et, d’ailleurs, des mathématiques intuitives montrent le contraire. Les 
bons mathématiciens savent souvent juger (collectivement), avec certitude de 
la valeur d’une réponse aux questions qui ne sont pas formulées avec précision 
formelle : par exemple si oui ou non un axiome est valide pour une notion 
intuitive (voir À, $ 2c), B, $ 2c)), une définition bonne (par exemple de la lon- 
gueur d’une courbe). On dit parfois que ce genre de question n'appartient pas 
aux mathématiques ; opinion bizarre car, d’une part, on ne dit pas à quel 
domaine elle appartiendrait et de l’autre, ce sont les mathématiciens qui s’en 
occupent. Puisque ils sont d’accord entre eux (et c’est là une constatation de 
fait que les positivistes passent sous silence), on ne voit pas pourquoi on qua- 
lifierait de subjective ce genre de question. Bref, les faits empiriques mettent 
en question la nécessité et donc, à la longue, la fécondité de la restriction 
positiviste et non point le bon sens des problèmes de fondements, tout au moins, 
de la plupart d’entre eux. (Comme dans toute théorie, seule la recherche peut 
décider exactement jusqu’où il est possible d’aller ; souvent les cas limites 
attirent le plus l'attention.) 

Le positivisme semble avoir une certaine valeur pragmatique. Quant à la 
recherche on a vu dans l’appendice I quelques conséquences utiles de la réduc- 
tion d’une notion abstraite à une notion formelle, à savoir de « validité dans 
toute structure mathématique » à « conséquence formelle » (dans le cas des 
énoncés élémentaires [du premier ordre]). Aussi a-t-on noté ci-dessus que la 
théorie des fondements peut être inutile dans certains domaines de la pratique, 
au moins à un moment donné. En ce qui concerne l’enseignement on trouve 
que la théorie des fondements attire, principalement, ou bien ceux qui sont 
doués pour la philosophie ou bien ceux qui n’y comprennent rien (et de ce fait 
sont fascinés) : les uns ne seront pas séduits par l’erreur positiviste et les autres 
se consoleront avec une justification, même mauvaise, de leur état. Bien entendu, 
ils ne chercheront pas, disons, de nouveaux axiomes de base. Mais, n'importe 
comment, ils n’en trouveraient pas ; et, après tout, on peut s’occuper de pro- 
blèmes d’ordre technique, c’est-à-dire de problèmes formulables dans le 
langage de la pratique. Ceci s’applique même en logique mathématique, par 
exemple dans les parties que ce livre expose : on perdra seulement ainsi l’élément 
le plus fécond de la logique mathématique, à savoir son côté spécifiquement 
logique ; en particulier, les conjectures directrices fournies par les diverses 
conceptions de la théorie des fondements. 


A. FONDEMENTS SÉMANTIQUES ENSEMBLISTES 


Les notions de base sont : les ensembles, la relation d'appartenance (entre 
ensembles) et les opérations «logiques » de réunion, complémentation et 
projection (d’ensembles). 

Les fondements décrits dans cette section sont dits « sémantiques » parce 
qu’ils acceptent la terminologie ensembliste dans son sens propre et ne la 
considèrent pas comme une façon de parler appelant une analyse critique ; 
la signification pratique de cette distinction est particulièrement importante 
dans les $ 2 et 8 3 ci-dessous. 


Avis au lecteur. — Les passages entre crochets réclament quelques connais- 
sances techniques en logique mathématique (se rappeler l’avant-propos) ; 
les paragraphes mis en retrait concernent des questions fines d’ordre mathé- 
matique ou philosophique. 


1. Comment analyse-t-on les mathématiques intuitives au moyen de ces 
notions de base, autrement dit : que signifie la « réduction » des mathématiques 
(intuitives) à la théorie des ensembles ? 

Une réalisation [au sens des Chap. 2 et 7] est un ensemble, lui-même suite 
ordonnée des ensembles suivants : une collection d’individus, appelée parfois 
univers, puis des relations sur cet univers. La réduction ensembliste considère 
les structures mathématiques comme des réalisations. Aïnsi l’arithmétique 
est l'univers constitué des entiers naturels, muni de la relation de successeur 
(sous-ensemble de N x N); l’analyse est l’univers constitué des réels, muni 
des relations (sous-ensembles de R et R x R) : «x est un rationnel » et la 
relation d’ordre (et ainsi d’autres structures définies en analyse, comme la 
géométrie : collection E; de points à 3 dimensions, munie d’une métrique). 

A chaque structure mathématique S est associé un langage («le langage 
de S »). Le langage n’exprime que des propriétés de la structure S, et non la 
nature des objets de son univers (le langage est purement logique !) : ainsi, 
si deux réalisations ayant même langage sont isomorphes, elles satisfont les 
mêmes a$sertions du langage. Un exemple d’un tel langage consiste en l’ensem- 
ble des formules construites à partir de symboles R;, …, R, pour les relations 
de S, de quantificateurs universel et existentiel, de la négation et de la conjonc- 


() Voir note page 149. 
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tion ?. [En d’autres termes : le calcul des prédicats du 1% ordre , dont les 
symboles de relation ont le même nombre d’arguments que les relations de S 
est purement logique, et bien entendu il en est de même du langage du Chap. 7, 


s.] 


NB. — Le mot «réalisation » est utilisé aussi dans l'expression 
«réalisation de la formule À dans la structure S », 4 étant une-formule 
du langage de S comportant # variables libres x, …., x, : l'expression 
désigne la collection, notée aussi 4, des n-uplets (x,, …, x,) d'individus 
de S satisfaisant A. 


La réduction ensembliste d’une structure S' est exprimée par son axiomati- 
sation adéquate, donnée d’un axiome +, satisfaisant aux conditions suivantes : 

Æ,s est purement logique. 

S'satisfait &/$ ; par conséquent « il existe une réalisation qui satisfait A5D, 
ce qui est noté : E%S, 

Toutes les structures qui satisfont «7, sont isomorphes (donc isomorphes 
à S), propriété notée U%5, 

Toutes les propriétés intuitives de S s’expriment dans le langage de S'; 
propriété notée X%5, 

Toutes les assertions, formulées dans le langage de $, qui sont vraies pour S, 
sont conséquences logiques de æ, ; propriété notée DS, 


Discussion : 


(i) Dans DS c’est la notion ordinaire en mathématiques de 
conséquence logique qui est utilisée ©. À appartenant au langage de S, 
la différence entre &S satisfait 4 », et « 4 est conséquence logique 
de «7,» est évidemment que dans le dernier cas, À est vraie dans 
toute structure qui satisfait «7. Autrement dit, les propriétés expli- 
citement postulées par æ, suffisent à elles seules pour conclure À. 
Par conséquent, si US est vrai, il y a équivalence entre : «S! satisfait 
A », et : « À est conséquence de #7, ». 


@) Nous utilisons les notations de notre texte principal : 
— : implique (habituellement noté =) 
— : non 
A:et (&) 
Viou 
À : pour tout (V) 
V :il existe (4) 

G) Par exemple dans Bourbaki, les règles de déduction logique, qui sont énoncées dans le livre I 
chapitre I, ne sont plus jamais explicitement invoquées, au contraire des axiomes sur des structures 
particulières, comme les axiomes des groupes. Ceci montre bien que la notion de conséquence 
logique est supposée intuitivement comprise. 
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Mais notez qu’on peut également définir une « réduction » ensem- 
bliste de la notion intuitive de conséquence : la notion de conséquence 
ensembliste. Nous la formulons ici pour les langages dits du premier 
ordre, qui sont décrits dans l’App. I, p. 149, [ou dans le Chap. 21: 

On dit qu’une formule À d’un langage donné est conséquence 
ensembliste d’un ensemble «7 d’axiomes (du même langage) si elle est 
satisfaite par toute réalisation qui satisfait (toutes les formules de) æ. 

Si À est conséquence de & au sens intuitif, À est aussi satisfaite par 
des « réalisations » en un sens plus large (cf. la notion étendue de 
réalisation, p. 162), qui satisfont «7. Par conséquent les deux notions 
ne sont pas identiques ; on verra $ 4 les relations connues entre elles : 
en particulier qu’elles coïncident dans le cas d’un langage du premier 
ordre. 


(ii) [D’après l'exercice 1 du Chap. 7], les principales structures étudiées au 
XIX° siècle (Arithmétique, Analyse) admettent une axiomatisation #5 qui 


satisfait ES et U*5. [S étant infini il faut que æ#, soit d’ordre supérieur à 1 
pour satisfaire U5.] 


(ii) Notez que US et ES sont formulés dans le langage ensem- 
bliste Z,, langage du premier ordre dont l’unique symbole relation- 
nel est €, les variables variant sur les ensembles, et € désignant la 
relation d'appartenance (voir à la fin de ce paragraphe la modification 
de la notion de réalisation employée ici). Pour les structures classiques S, 
ES et U“s sont démontrées à l’aide de propriétés familières des 
notions de base ensemblistes. 


(iv) Par contre la vérification de X #s et DS, également faite pour les struc- 
tures classiques, réclame une étude de chaque cas qui se présente dans la 
pratique, comme celle qui se trouve dans Principia Mathematica. 

Evidemment X*%S dépend de ce qu’on entend par «propriété 
mathématique de S » ; par exemple, en arithmétique on veut que 
soient exprimées dans le langage l'addition, la multiplication, etc., 
mais pas des propriétés «empiriques » comme le nombre d’électrons 
émis par un atome entre les temps n et n + 1. 


(v) Si US et X%5 sont satisfaites, alors aussi DŸS (cf(i)). Mais même 
si US n’est pas vraie, une étude détaillée peut démontrer que D*s 
est vraie en regard de la pratique, en ce sens que toutes les proprié- 
tés de S jusqu'ici démontrées sont conséquences logiques de æ,: cette 
possibilité est réalisée effectivement par des axiomatisations du 1° ordre 
de l’arithmétique, cf. B, p. 197. 


(vi) Signalons que la notion d’isomorphisme utilisée pour US et 
pour la notion de «propriété purement logique » est exactement 
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la notion générale propre aux mathématiques pures. Mais que, dans 
les applications, deux structures abstraitement isomorphes peuvent 
ne pas présenter le même degré d’effectivité ; par exemple une struc- 
ture S’ isomorphe à l’arithmétique (i. e. un autre système de nota- 
tions des entiers) serait inutilisable pour compter si la relation de 
successeur était indécidable dans S’. 


N. B. Les conditions d’adéquation ci-dessus sont établies pour 
les axiomatisations des structures classiques, mais non pour la 
structure de base F (F pour fondamental), collection de tous les 
ensembles, munie de la relation d’appartenance (ni pour la structure 
intuitive des ordinaux avec la relation d’ordre). 


Car si æ#-F est une axiomatisation de F, E“F signifie l’existence 
d’une réalisation satisfaisant &7,, dont l’univers est par définition un 
ensemble. Si alors Ur était vérifiée, cet ensemble aurait la puissance de 
la collection de tous les ensembles. 


1. Résultats élémentaires sur la notion intuitive d’ordinal. 


Pour formuler ces résultats, nous avons besoin de la notion généralisée, 
mentionnée plus haut, de réalisation, qui est explicitée ci-dessous dans le cas 
du langage , auquel sont adjoints les symboles de relation O, P, à une et 
deux variables respectivement : 


Les variables n’ont pas pour domaine un ensemble, mais la collection de 
tous les ensembles. ‘ 


L'interprétation d’un symbole de relation n’est pas nécessairement un ensem- 
ble, mais peut être une propriété d’ensembles (dans le cas de O) ou de couples 
d’ensembles (dans le cas de P). On notera À la propriété définie par une for- 
mule À, i. e., propriété de la satisfaire. 


(Le lecteur comparera cette extension de la notion de réalisation 
avec la situation analogue suivante : dans cette parenthèse, la notion 
de base est celle d'ensemble (héréditairement) fini. La structure f 
de tous les ensembles finis n’admet pas d’axiomatisation adéquate «4, 
car vu la notion de base considérée, une « réalisation » de 4 a 
un univers fini. Il est donc nécessaire d’étendre pour f la notion 
de réalisation. Si donc on considère le langage Z, augmenté des 
symboles relationnels, N et S à une variable, resp. à deux variables, 
la structure suivante est une réalisation généralisée : l’univers est celui 
de f, € est l’appartenance entre ensembles finis ; N(x) est la propriété 
d’ensembles « x est un entier naturel », i. e. : 


x = 0 VAyIAGU{z}ey-zey)-(xey-0ey)]. 
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S(x, y) est la propriété « y est successeur de x», 1. €. y = x LU ar 
où on écrit y = 0 pour Az—zeyety = x U {x} pour 


AfzeyeG=xvzep)l. 


Revenons au cas général ; nous voulons définir la réalisation au sens étendu, 
< O, P », des ordinaux avec leur ordre, i. e. satisfaire aux conditions suivantes : 


les ordinaux sont des ensembles ; 
(i) Pest un ordre total de O, i.e. Axy[ Pxy = (Ox À OA X AY A — Pyx)|; 
(ii) Tout segment initial de O est bien ordonné par la restriction de P [i. e. : 

Ax { Ox — Vyz[Au(u e y «<> Pux) À 
À Au VsT(uezu=(s D naseyAtEy A Pst)] A We(y, 2)]}, 


où (s, t) désigne le couple ordonné (voir Ex. 5 du Chap. 5) et où We(y, z) signifie 
que z est bien fondée sur y, i. e. 


AX { Vo(fve y À Xv]— Vw[wey À Xw A 
À AW([Xw aweyAw#w]-(ww)ez)])} 
[x étant une variable de type (0) comme au Chap. 7]. 


(iii) Chaque couple (y, z),z € y”, où z est un bon ordre sur y, est isomorphe 
à un segment de © ordonné par P. 


Ces axiomes sont suffisants pour déterminer { ©, P > uniquement (à un 
isomorphisme près : juste comme les axiomes de Péano déterminent la struc- 
ture de l’Arithmétique). I1 y a des formules de #, qui définissent OetP expli- 
citement de façon à satisfaire (i), (ii), (iii) (exactement comme les propriétés N 
et S sont définies par les formules ci-dessus). 


Pour plus d’information sur la théorie intuitive des ordinaux (et pour les 
quelques notations et propriétés qui sont utilisées plus loin), consultez par 
exemple E. KAMKE, Théorie des ensembles, Dunod. 


Voici quelques notations utilisées par la suite dans les exercices : 


x=0 pour Au—ue x. 

X = YU {z} pour Anwexe(wey V w=2)]. 

x = {y} pour Auuex eu = }). 

x = {7,2} pour x = {y} U {z}. 

x = (7,2) pour x = { {y}, {y,z}} (couple ordonné). 
(y, Z; w) pour (C, z), w). 

Fonc (x) pour 


AzGexe Von(z = (0, w)]) À Auvw([G, v)e x Au, w)e x]-v=") 
(graphe d’une fonction). 
Dom(y, x) pour Au[u e y ++ Vo((u, v) e x)] (y domaine de x). 
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Pour chaque chiffre 1,2, 3, … on écrit 1 = {0}, 2 = 1 U {1}, 3 = 2 U {2}, 
(Cf. p. 163 la définition des entiers). 


Sf (x) pour Fonc (x) À Vy[Ny À Dom (y, x) À y # 0] (x est 
une suite finie, i. e., une fonction dont le domaine est un entier > 0. N'est 
défini page précédente.) 


x = Sub (y, z,v) pour 
Sf (y) À Auw[(, we x + ([(u, wey À w #7] v[G&, Deyaw= ol) 


(x est obtenue en substituant v à z dans la suite y). 
X+y=2Zz pour 


VwLSf(w) À Dom (x L {x }, w) À (0, Je w À 
A Auv([uex À (u,v)e w] — [{u LU {u },vU {v}ew]) À (x, z)ew] 
[Cf Chap. 5, Ex. 7.] 
x = ÿ2 pour 
Sf(y) À Sf(z) À Au[uex > (ue y V Vowr[ Dom (v, y) À 
Au=(w+ur)A(wrez])] (la concatenée de yet z). 
x=7F pour  Sf(x) À Sf(y) À Vw[ Dom (w, x) À 
A Dom (w, y}] À 
A Auv[(u, v) € y — Sf(v)] À Auf(0, u) € x —> (0, u) e y] À 
A Auvw {[(u,v)ex À (uU{u}wey]-(uu{u } ôw)e x} 


(accumulation d’une suite finie de suites finies). 


2. Comment trouve-t-on des lois pour les notions de base ensemblistes ? 


(Analyse conceptuelle de F.) Quelles que soient les réponses données par des 
analyses plus raffinées, la découverte de telles lois se présente naïvement comme 
suit : 


lon choisit un langage, en particulier ,, et l’on y formule des assertions vraies 
pour la réalisation F. 


La sélection ainsi faite entre les assertions vraies est déterminée dans une 
certaine mesure par les « besoins » actuels des mathématiques ; par exemple, 
on choisit des assertions utilisées dans la démonstration de U%° ou de ES 
pour les structures classiques. Mais on cherche aussi à formuler les propriétés 
générales essentielles, dont ces assertions sont des cas particuliers (cf note 4, 
p. 182). 
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Mais les mathématiciens demandent parfois : qu’est-ce que le vrai 
{pour les ensembles) ? Et (renouvelant Pilate), ils s’en lavent les mains. 
Sans nier l'intérêt de la question (toute la partie B est consacrée à une 
réponse détaillée), nous admettons ici la notion de vérité ensembliste 
_— ce qui est implicite dans l’acceptation des notions de base ensem- 
blistes — et nous recherchons ce qu’elle apporte à la théorie des 
fondements ; le problème de donner une justification aux axiomes se 
présente alors sous cette forme très naturelle : d’une façon générale, 
des axiomes sont justifiés du point de vue ensembliste si l’on détient 
un concept (précis) qui satisfait ces axiomes. En particulier, #$ est 
justifié si E%$ est vrai. 

Une autre justification de «7, est la dérivation formelle de Es à 
partir des axiomes traditionnels de la théorie des ensembles à condi- 
tion d’avoir justifié déjà ces axiomes, i. e., si l’on détient un concept 
précis d'ensemble, qui les satisfait. Les alinéas b) et c) sont consacrés à 
ce point. 


a) Nécessité d’une analyse conceptuelle. — Bien avant que les paradoxes de 
la théorie des ensembles n’aient conduit aux restrictions sophistiquées sur les 
définitions d’ensembles (« prédicativité » de Poincaré) ou sur les méthodes de 
démonstration (constructivité de Brouwer), certaines ambiguïtés de la notion 
d'ensemble suscitèrent une première critique. 

Cette critique n’est pas décisive, elle montre simplement la nécessité de 
certaines distinctions : la notion d’ensemble, telle qu’elle fut introduite, était 
un mélange grossier d’au moins trois éléments : les ensembles étaient considé- 
Trés 

(i) comme une vague extension de la notion de collection finie, obéissant 
plus ou moins aux mêmes lois (supposées connues), 


(ii) comme des sous-collections arbitraires d’une collection donnée (suppo- 
sée bien définie) : ceci était répandu dans toutes les mathématiques (ensembles 
d’entiers, de réels, etc.), 


(ii) comme une abstraction tirée de la notion plus générale de propriété, 
un ensemble étant la collection des objets satisfaisant une propriété donnée. 
Les mathématiques elles-mêmes font peu usage de propriétés pour l'extension 
desquelles il n’y a pas à priori de limites, mais la logique générale et le langage 
courant s’en servent tous deux largement. Par exemple la propriété d’être non 
vide (remærquons que cette propriété s'applique à elle-même) ; ou la propriété 
d’être bleu, car même si son extension a une limite, nous utilisons cette pro- 
priété sans idée précise de la classe de toutes les choses bleues (passées, pré- 
sentes et futures !). 


L'intérêt possible pour les mathématiques de telles propriétés est envisagé 
à la fin de cet alinéa. 
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Des erreurs flagrantes (contradictions) dans l’utilisation mathématique 
des notions ensemblistes sont rares parce que, en général, une démonstration 
donnée est valable d’un bout à l’autre au moins pour l’une des trois notions 
d’ensembles ci-dessus. Mais si un raisonnement utilise des principes dont 
chacun est vérifié par l’une des notions, mais dont l’ensemble n’est vérifié par 
aucune des trois, ce raisonnement peut conduire à une contradiction : c’est le 
cas des erreurs connues sous le nom de paradoxes, erreurs particulièrement 
désagréables parce qu’elles ne peuvent pas être localisées en un endroit unique 
comme des erreurs de calcul. Il est clair que, pour l’analyse correcte de ces 
erreurs, et même pour la formulation de cette analyse, les distinctions mention- 
nées sont nécessaires. 


Exemple (Axiome de compréhension). — Si P est une propriété définie sur les 
éléments d’un ensemble donné, a, on peut former l’ensemble, au sens de (ii) de 
tous les x de a qui satisfont P, i. e. : 


(9) Aa VyAxfxeyæ(xea À Px)]. 


Russell remarqua, en fait si longtemps après l'introduction de la théorie des 
ensembles que l’impression naïve d’ambiguité avait été oubliée, que 


(*) Vy Ax(x e y = Px) 


est contradictoire si l’on applique les règles ordinaires de logique ; en particulier 
si Px est la propriété x £ x, (**)est VyAx(xey+ x x), et alorsyey-yéy 
ce qui est une contradiction. 


(ii) Mais dès avant cette remarque, (**) n’était pas du tout plausible et 
certainement pas évident pour la notion d’ensemble, 

Pour la notion (iii), x e y étant interprété comme : la propriété x a la pro- 
priété y, (**) est évident pourvu que l’on considère la sorte la plus générale de 
propriété, comprenant des propriétés qui ne sont pas partout définies. Alors, 
(**) exprime que y est une propriété satisfaite par une propriété x si, et seule- 
ment si x est satisfaite par elle-même ; mais cette propriété y n’est pas définie 
pour largument y. Mais dans ce cas les lois usuelles de la logique formelle 
[qui sont valides pour l'interprétation des symboles logiques du Chap. 2] 
ne peuvent pas être valides : on ne peut avoir pour tout 4, ou bien À est (défini 
et) vrai ou bien À est (défini et) faux. 


Il est clair que le paradoxe de Russell (ou n’importe quel autre) n’affecte 
pas plus la notion d’ensemble au sens de (ii) qu’il n’affecte, par exemple, la 
notion d'ensemble héréditairement fini, construit à partir de o. (Dans ce cas 
(**) est évidemment faux, quand on prend pour Px «x & x» ou bien «x est 
un entier », et que x, y varient sur les ensembles finis. Et par contre (*) est 
valide lorsque toutes les variables varient sur les ensembles héréditairement 
finis.) 
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Néanmoins à propos du paradoxe de Russell, ilse pose encore aujourd’hui 
une question qui est le problème contemporain des paradoxes : 


Est-ce que la notion (iii) est assez précise pour permettre une théorie aussi 
riche que celle de (ii) qui est donnée en b) ci-dessous? En particulier, quelles 
sont ses lois logiques ? Et si cette théorie est riche, est-elle importante pour la 
pratique mathématique, ou seulement pour la théorie des fondements ? 


Discussion (reliant ce qui précède à certaines remarques générales 
de l'introduction). 

Les distinctions (i)-(iii) ci-dessus constituent un exemple de préci- 
sion informelle. La discussion de l’axiome de compréhension illustre 
la manière dont de telles distinctions informelles servent l’établisse- 
ment d’axiomes corrects tels que (*). Le lecteur observera que la 
formulation explicite de (*) n’était pas un moyen en quelque sorte 
tombé du ciel pour préciser la notion de base d’ensemble, mais au 
contraire le résultat d’une clarification informelle. En ce qui 
concerne (**), sa formulation explicite a certainement servi à mettre en 
évidence l’imprécision du mélange grossier qu'était la notion originelle 
d’ensemble, mais de nouveau, la discussion informelle de (iii) était 
nécessaire pour montrer qu’au moins (**) était plausible à priori. 

De façon générale, la formulation explicite (formalisation) peut servir 
à découvrir par où certaines idées pèchent, mais ne joue au mieux qu’un 
rôle auxiliaire quand il s’agit de les rectifier. 

Le passage de distinctions informelles (et plus généralement de la 
réflexion sur le sens d’un concept) à la formulation d’axiomes est 
appelé dérivation informelle. Le lecteur devrait mettre en balance 
l'exemple ci-dessus de dérivation informelle, et la doctrine positiviste 
citée en fin de l'introduction, qui considère les dérivations informelles 
soit comme vides de sens, soit au moins comme non mathématiques. 

Notez pour finir, que le choix entre les diverses notions isolées par 
l'analyse informelle n’est pas forcément arbitraire. Ainsi, dans le 
cadre « réaliste » des fondements, des considérations de définissabilité 
donnent un critère (partiel) selon lequel, de deux groupes x, y de notions, 
le groupe x est le plus fondamental si y peut se définir à partir de x et 
non l'inverse. Ainsi la notion (ii) est plus fondamentale que celle 
d’ensemble fini. 

Il est plausible que, si la notion d’ensemble (iii) s’avère précise, elle 
soit plus fondamentale que (ii). 


Bien sûr, il ne faut pas supposer que les notions fondamentales pour 


une théorie réaliste nous doivent être particulièrement accessibles. 


b) Existence d’une notion précise d’ensemble, (Ensemble au sens de (ii) 
satisfaisant (*)). — Peu après la publication du paradoxe de Russell, Russell 
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et Zermelo formulèrent tous deux la notion précise d’ensemble, appelée théorie 
des types. 

La version de Zermelo, dite structure cumulative des types (s. c. t.) [voir 
PEx. 5 du Chap. 5], est la suivante : C, est une collection d’individus, i. e. 
d'objets x qui satisfont Ay(— y e x) (C, peut être vide). 


Pour tout ordinal «&, Cora = CU P(C,), 


Pour un ordinal limite «, C, = U C;, 
B<a 
où (x) désigne la collection de toutes les parties de x. Donc, à côté des opé- 
rations logiques sur les ensembles, la définition de cette structure utilise l’opé- 
ration supplémentaire $, et son itération (jusqu’à tout ordinal « dont on sup- 
pose l’existence). 


DÉFINITIONS : On appelle type d’un ensemble x le plus petit & tel que x € C.. 
On note e, la relation d'appartenance sur la s. c. t., restreinte à C,. 


La formule (**) est évidemment fausse dans la structure  C,, €, », pour 
tout « (i. e. quand les variables ont C, pour domaine), si l’on choisit par exem- 
ple pour propriété Py : y = y; en effet C, # C.. 

La formule (*) est évidemment vraie pour tout x. Zermelo a énoncé des 
axiomes donnés en c) ci-dessous, qui sont la base de tous les systèmes d’axiomes 
habituels de la théorie des ensembles, et qui de plus sont satisfaits par { C,, €, > 
pour tout ordinal limite «. Ainsi, comme ce résultat se voit très facilement, 
la notion précise d'ensemble est une preuve de consistance pour ces axiomes 
(cf. p. 165), particulièrement pour de petits ordinaux « tels que © + æ ou 
@ + © + ©. 


c) Axiomes de Zermelo. — Le lecteur devrait vérifier qu’ils sont satisfaits 
dans < C,, €, > pour les valeurs de « indiquées : 


Extensionnalité (tout &) . 
Si y & x signifie : Aduey—ue x). 
1. AxAy{VzGex)-[(ye x axe y) (x = p)]}. 


Si la condition Vz(z e x) (x n’est pas un individu, x n’est pas vide) est sup- 
primée, l’axiome obtenu est encore satisfait par la s. c. t. si C, est vide. 


Ensemble des parties (x limite) 
2. AXVyAZGEyeze x) Ge Cy — yE Cy+1) 
Compréhension (tout & > 0) 


3. AXAaVxAylyexæ(yea À X(y))] 
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X est une variable de second ordre et l’on ne considère que des modè- 
les principaux (cf. Chap. 7). 3 exprime ce qui est réellement visé 
par (*) et permet une démonstration particulièrement simple de résul- 
tats de base comme le théorème 1 ci-dessous. Cependant, on utilise 
couramment des systèmes d’axiomes du premier ordre en raison de la 
possibilité de formaliser les déductions à partir de tels systèmes (cf. 
ci-dessous Lemme 3 p. 176, ou $ 4). 


3 est alors remplacé par un schéma d’axiomes, c’est-à-dire restreint 
à des X qui sont la réalisation d’une formule de Z,: | 


3*, Pour toute formule A(y, x:,…, x,) ne contenant pas la variable x, on 
prend comme axiome : 


Aa Axi … Ax, VxAyÜ Ex fyea À A, x1, …, x)]) 
Axiomes des paires (a limite) et de lunion (tout « > 0) : 
4%. Axi Ax2 Vx Ayly Ex (y=xX Vy= x2)] ; 
5*, Az VxAy[yex + Vutuez À yeu)l]. 
Régularité (tout «) 


Chaque structure < C,, €, > étant construite par itération transfinie à partir 
d’un ensemble d'individus, la relation est bien fondée, ce qui s’exprime par 
« l’axiome de régularité » : 


6. AX {(VzXz) = Vx Ay[Xx À (Xy = yéx)]}. 


De nouveau, au premier ordre, on utilise ce schéma, conséquence de 6:] 


6*. Pour toute formule A(x), VzA(z) -> Vx Ay[ AG) À (AO) — 7 x)]. 


Les axiomes 1, 2 [3, 6 et par conséquent] 3*, 4*, 5*, 6*, sont satisfaits par 
€ Cu Ew >. Quand Cj = 0, tous les ensembles de cette structure sont hérédi- 
tairement finis. Cette possibilité est exclue par l’axiome : 


Axiome de l'infini (x > &). 
7. Vxi,x, où Lx est : 
Vy(ye x) AAz{(zex) > Vw[wex À Auuewæuez vucez)]]}. 


Notations : [(1, 2, 3, 7) est noté æ et] (1, 2, 3*, 4*, 5*, 7) est noté æ#*. Le 
système d’axiomes æ/*[«/] sans axiome de l'infini sera noté AY[s _]. 
Ainsi 1, 2, 7 [3, 6 et par conséquent] 3*, 4*, 5*, 6* étant satisfaits par < C,, €, > 
pour tout & limite > &, [E* est vraie, et] E° est vraie. 
KREISEL et KRIVINE. — Logique mathématique 12 
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Exercice 1. On utilisera les notations p. 163 et, pour toute formule Ax ne 
contenant pas la variable y, on notera V!xAx la formule Vx Ay[ (y) + x = y] 
(lire : il existe un seul x tel que Ax). Vérifier que 


a) Ayz VIx(x = y L {z}) est conséquence des axiomes 1 et 4*, 


b) pour tout triplet de chiffres », m, p ou bien n + m = p est conséquence 
de «7* ou bien n + m + p est conséquence de #*. 


€) Ayzo [SF (y) — Vix (x = Sub (y, z, v))], Ayz[(SF(P) À Sf@)] = 
= Vix (SF À x = ÿ2)]. Ay[SfG) — Vix (Sf@) À x = ÿ)]sont consé- 
quences de #*. 


Démontrer que Ax[(Sf(x) À Nx) — Dom (1, x)] est conséquence de 1 et 
4% [(a)-(c) montrent que, d’après l’Ex. 6 du Chap. 5, les symboles fonctionnels 
introduits p. 163-164 peuvent être éliminés au sens qui y est précisé]. 


d) Est-ce que les axiomes de Zermelo axiomatisent la s. c. t. au sens du $ 1? 
[U% est faux, donc] U* est faux, puisque, si « < B, card C, < card Cp 

Les résultats ci-dessous montrent que, relativement à la s.c.t.,[ni X“ni D“ 
ne sont satisfaits, et donc :] ni X% , ni D”, ne sont satisfaits. 

D est réfuté sous la forme remarquable que E“* n’est pas conséquence de 
s*, i.e. on ne peut prouver au moyen de æ* que «/* a un modèle. [De 
même E% n’est pas conséquence de æ.] 

Les résultats précédant le théorème 4 sont techniquement simples. Ils éclairent 
la situation, et en plus montrent l’utilité de l’interprétation des axiomes de 
Zermelo par < C,. €, }. 


[THÉORÈME 1. —E%, E%- ne sont pas conséquences de 4, # _ respectivement. 
Soient M = € Cor Eoto > et M- = < Cr Eo y, avec Co = D: 
M et M- sont les modèles minimaux de æ et æ_ resp. — Posons 
NO = Ko et pour tout entier n, (+1 = 28, Alors card C4, = N° 
et donc 
card M = ÿ N°. 
n 


Donc tout modèle de & a une cardinalité supérieure ou égale à 
Y N°. Et tout modèle de & _ est infini car il contient C,,. 

E% est faux dans M puisque tout élément de M a une cardinalité 
< Y N° ;E%- est faux dans M_ puisque tout élément de M est fini. 

E* et E*- ne sont même pas conséquences de(#, 6)et (æ _, 6)resp., 
parce que M et M°_ satisfont 6. (Pour les structures S classiques, 
ES et US sont déjà conséquences de æ* !).] 


* 
THÉORÈME 2. — E%- n’est pas conséquence de #*. 


[Ce résultat plus faible que le théorème 1 est cependant détaillé, parce qu’il 
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n’est pas supposé de tout lecteur connaissance de la notion de conséquence du 
second ordre.] 


Toute structure < a, b >, où b, € a?, est l'interprétation dee, qui satisfait 7 LS 
contient une sous-structure isomorphe à < C,, €, », donc est infinie. Mais 
toute structure < a, b y, où b € a?,etaetbe C,,, est finie. Donc E*%- est fausse 
dans < C,, Es y. . 

Par contre < C.,, €, > satisfait (#/_, 6). Donc E“- n’est pas conséquence 
de (*, 6) à fortiori de #*. 


Un premier échec de D est que les axiomes ne disent rien sur la possibilité 
de construire  C,, €, > pour « > © + w: 


THÉORÈME 3. — Les axiomes [7 ou] «#* ne sont pas saturés, i. e. il existe 
une formule I, telle que ni I, ni sa négation ne soient conséquences de [4 ou] #*. 


1, = Vy[Vx(ix À xe y) À AzGE y — Pze})] 


où « Pze y » signifie Vw{wey À Au[uewaGuezvuse z)|}. 

L exprime l’existence d’ensembles de type © + & + 1. 

Les axiomes sont satisfaits par { Corus Ewto > €t Par < Cotora Eototo ? 5 
— I, est satisfait dans le premier cas, Z, dans le deuxième. 

On notera que la formule Z,, du premier ordre, n’est même pas une consé- 
quence du second ordre de 7. 

Ces résultats simples vont être puissamment généralisés et renforcés par 
une démonstration différente : généralisés à d’autres systèmes que «7*, et ren- 
forcés en démontrant la non-saturation pour des assertions beaucoup plus 
élémentaires que Z,. C’est le théorème d’incomplétude de Güdel : 


THÉORÈME 4. — E% n’est pas conséquence de #*. 


Remarques : (i) La démonstration n'utilise qu’une faible partie des pro- 
priétés de a/* : pour qu’un système d’axiomes soit substituable à * dans le 
théorème il suffit qu’il vérifie des conditions très générales — dont la formu- 
lation précise exigerait des notions de la théorie des fonctions récursives, qui 
n’est pas traitée dans ce livre. 

Un exemple de système d’axiomes auquel la démonstration ne s'applique 
pas est : 7 = {A : À est dans le langage 2, et À est vrai dans la s. c. t. }, car 
ce système est évidemment complet. Mais on ne peut même pas définir l’ensem- 
ble #7 à l’aide d’une formule de Z, (cf. corollaire 1 ci-dessous). 


(ii) En divers endroits — en particulier aux lemmes 4 et 5 —, il est démontré 
que certaines formules de Z, sont satisfaites par la s. c. t., et il est seulement 
affirmé sans démonstration détaillée que ces formules sont en fait conséquences 
de «4*, parce que leur démonstration, qui est simple, n’utilise que des propriétés 
de /*, Sachant que certaines formules vraies dans la s. c. t. ne sont pas consé- 
quences de «7* (par exemple E* !) on peut mettre en doute cette affirmation. 
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Mais dans tous les cas : ou bien le théorème 4 est vrai ; ou bien D“ "est faux 
parce que ces raisonnements intuitifs ne sont pas conséquences logiques de &*, 
ou enfin X%° est faux comme X%T dans la remarque (i). Pour l’usage qui sera 
fait ci-dessous du théorème, ces conclusions plus faibles suffisent. 


(ii) Les notions et propriétés syntaxiques élémentaires sont exprimables dans 


, et démontrables au moyen de #* (cf. Exercices 2 et 3) : sinon X* et D“ 
seraient réfutés. 


Nous utilisons en particulier les propriétés suivantes : tous les objets syn- 
taxiques (cf. Chap. 0) sont considérés comme des ensembles, car ce sont des 
suites ordonnées de symboles, et les symboles sont des ensembles ; 

chaque symbole s du langage est supposé défini par une formule C,{f), c’est- 
à-dire que ce symbole est l’unique ensemble satisfaisant C, dans s. c.t. De 
même chaque formule À est supposée définie par une formule C,(t). 


N.B. Dans le lemme 2 la seule propriété utile de C, est qu’elle définit l’en- 
semble 4 dans s. c. t. Mais si l’on veut que des propriétés syntaxiques simples 
soient conséquences de ./*, un choix canonique de C, est nécessaire. Par exem- 
ple, si Cor) est Ay — yet, (VIr) Ci(t)est conséquence de «7*. Mais supposez 
que P, quoique vraie dans s. c. t., n’est pas conséquence de .#* ; alors P À Co 
définit O (dans s.c.t.), mais VIé[P À Ci(t)] n’est pas conséquence de #*. 
[On comparera avec les notions de définissabilité, Chap. 6.] 


(iv) Un caractère inhabituel de la démonstration est que des felations entre 
des formules et leur signification (c’est-à-dire leur réalisation au sens de la 
p. 160) y sont considérées, tandis que dans la plus grande partie des mathéma- 
tiques, les démonstrations portent du début à la fin soit sur les formules, soit 
sur leur signification. [Exception : la définition de réalisation d’une formule, 
Chap. 2.] Les notations distinguent ces deux aspects : nous utilisons une barre 
au-dessus d’une formule quand il s’agit de sa réalisation dans s. c. t. ; ainsi, 
si À est une formule close, i. e. sans variable libre, À signifie que À est vraie 
dans 5. c. t. 


Le lecteur devra se rappeler quelques sous-entendus dans l’usage habituel 
des notations concernant un langage formel. Chacune des expressions À et Ax, 
ou encore A(x), désignera la même suite de symboles de ZX, A(x) étant utile 
pour indiquer que À contient la variable (désignée par) x et que A(r) est 
obtenue en remplaçant x dans 4 par l'expression (désignée par) t. 

Dans les Exercices 2, 3 ci-dessous, on considérera pour fixer les idées 
« le » langage Z, constitué par les symboles suivants : les symboles relation- 
nels, notés — et €, sont les entiers 0, resp. 1 ; les symboles «logiques », notés 
—, À, V sont 2, 3, 4 ; et les variables sont les entiers 5, 6, 7, …, notés aussi 
Dos Vis Us ee 3 V, désigne donc l’entier n + 5. 
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Exercice 2. Démontrer que l’entier n est le seul objet qui satisfasse la for- 
mule E, à une seule variable v,., E, définie par récurrence : 


Es = — Vo:(v2 € vo) 


E,+: au VOan { E, A A Uan+6[ an+6 E Dana © (Dan +6 Æ Van V Van+6 € Van) |} ‘ 


Démontrer que la suite finie < no, …, m,-1 > d’entiers est le seul objet s 
qui satisfasse 


Vxo + Vars à Vyo ee. VE(xo) À 7 À En-(ty-1) À oo) À ** A 
À Er) À Sf(s) À Dom (73, 8) À (Vo; Xo) ES À ** À (ais Xk-1) Es] 


où les x; et les y, désignent des variables, c’est-à-dire des entiers > 4, distinctes 
deux à deux, variables qui n’ont aucune occurrence liée dans la formule (désignée 
par) : 

Es%o) À ‘7 À O1 X-1)EW. 


Remarque. — Le choix des E, est lié au besoin (du Lemme 1) d’avoir 
deux variables qui ne figurent dans aucune définition canonique, la 
formule ci-dessus étant la définition canonique de la suite 


os M1 >, et n’utilisant pas les variables v, et v. 
0 k—1 1 3 


Pour être précis on devrait spécifier aussi les variables notées z, v, w, r, 
p. 163. Nous supposons que les variables v, et v, n’y sont pas compri- 
ses. [Le lecteur du Chap. 2 se rappellera que les parenthèses ne font 
pas partie du langage , et Eç désigne donc — Vv, € v, vo, c’est-à- 
dire la suite d’entiers {247175 ).] 


D’après l'exercice ci-dessus on voit facilement qu’il y a une formule Def(y, x) 
de , qui définit dans s. c. t. la relation suivante : x est une suite finie d’entiers 
et y est la formule de S, (construite d’après le schéma de l’Ex. 2), définissant x 
[définition explicite dans «/* de relations définies par récurrence ; voir l’Ex. 6 
du Chap. 5]. 

Si x est une formule À donnée et Def(y, x) est vrai, y est la formule C,(w). 


Notations : Comme le lecteur aura observé, l'absence de symboles fonction- 
nels exige que les objets soient définis dans ?, par des formules et non par des 
termes (en contraste avec le langage Z. de la Partie B, $ 2). Pour plus de clarté 
nous ajoutons à Ÿ, des constantes TA, B(TAT)", pour tout couple de 
formules 4 et B(x) de Z,; et, pour toute formule C{y) de ;, nous notons 
C(TAT) et C(TB(T AT") les formules Vy[CA(y) À C(»)] resp. 


VLC À CO], 


où B, désigne Vx[C,(x) À B(x)] : autrement dit, la réalisation 747 est la 
formule À et la réalisation TB(T A7)" est la formule B:. 
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Dans les lemmes 4 et 5 ci-dessous on aura besoin de la fonction 
FX, X2, X3), pour une formule 4 de Z; à trois variables, soit 
Ai, X2, X3). Si Xi, X2, x, sont des suites d’entiers K, L, respe M, la 
valeur de F(x:, x2, x3) est, par définition, la formule de Z, : 


VW: Wa wa[Ck(w:) À Cilw2) À Culws) À AW: W, w3)] 


où Wi, Wa, Wa désignent trois variables distinctes qui ne’figurent 
pas dans la formule À ni dans 
Cxw) À Crw) À Cuw). 


On définit facilement F, à partir de la relation Def et de la fonction 
Sub (p.164) ; Cx(w), C:(W), Cy(w) étant les ensembles Vis Vas TESP. Ya 
tels que (x, pi), (2, V2}, (X3s V3) satisfassent Def. 


Dans toute la démonstration on suppose que x et y sont deux varia- 
bles fixées et distinctes, par exemple v, et v; (cf. la remarque de l’exer- 
cice 2), et qu'aucune variable des formules considérées n’a à la fois 
d’occurrences libres et liées. 


LEMME 1. — Pour toute formule A(x) dans ©, il existe une formule close A; 
de P, telle que : 
A; + — A(TAT). 
Démonstration. — On obtient d’abord une formule S{x, y) de Z,, dont la 


réalisation dans s. c. t. est la relation suivante : 
il existe une formule B(y) de Z, telle que y = B(y) et x = B(TBT), (i.e. : 


x est la formule Vy[C;{y) À B(»)]). 


Posons alors 
H(y) = VxLS(x, y) À — 4AG)]. 


Pour toute formule B(y), 


H(-B) + — A(-B(-B)-). 


Donc visiblement À, = H(TH) convient. 
En fait pour toute formule 4, la formule 4, + — A4(T 41) est conséquence 
de a*. 


[Exercice 3 : Définition de la formule S(x, y) du lemme 1. 


Form (x) : x est une formule de #4 (et aucune variable n'a à la fois d’occur- 
rences libres et liées dans x). Partant de la « définition par récurrence » des 
formules de Z, on obtient, d’après la méthode courante, une définition expli- 
cite telle que la formule de récurrence soit conséquence de æ#*. 
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VI, x) : v est la seule variable libre de la formule x (et toutes ses occurrences 
sont libres), i. e. 


Vi(o, x) = Form (x) À N() À 4ev À Auf(u, 4e x — 
(uv {u}v)éx] À Au AWETN(U) À deu Au AUA 
À (mujex] > Vy[(, Dex À yewA (yU{y}u)jex]}. 


(Puisque v est une variable, N(v) À 4e v est vrai, c’est-à-dire, v est un entier 
> 4; puisque v est libre, v n’est pas précédé par un quantificateur, i. e., par 4 ; 
et puisque v est la seule variable libre, toute autre variable, i. e., tout autre 
entier # > 4 dans la suite x, a sa première occurrence précédée par 4.) 

S(x, >) : x est une formule à une seule variable libre, disons m, x a donc une 
définition canonique, disons z, dont la seule variable libre est, disons p ; on 
prend une variable g qui ne figure ni dans x ni dans z, p.ex. la première dans la 
suite vo, 01, …(i.e. 5,6, ..)et on la substitue à m dans x et à p dans z, on obtient 


ainsi x’, resp. z’ : y est la suite 437 x ou encore Vuy[Z(v) À X(vx)], où 
Z{v») est la formule notée C;(v,) ci-dessus (X = x).] 


CoROLLAIRE 1. — Le lemme 1 réfute déjà X*, et même X%* pour tout axiome 
4} dans Py. 


En effet, l’ensemble : 
t = {A : À est une formule close de Z, et À est vrai dans 5. c. t.} 


n’est la réalisation d’aucune formule A(x) de &,; car sit = A(x), la formule 4, 
du lemme 1 entraîne contradiction. Ceci est une remarque de Iarski. 

Par contre, il existe une formule V{(x) telle que V(x) soit l’ensemble des for- 
mules closes conséquences ensemblistes de 7* (donc aussi conséquences au 
sens ordinaire. Cf. p. 160-161) [il suffit de formaliser la définition, du Chap. 2, 
de conséquence d’un axiome]. C’est pourquoi : 


LEMME 2. — Si V, est la formule déduite de V(x) par le lemme 1, V, est vrai, 
mais V, n’est pas conséquence de a4*. 


V, = VCVT), ie. V, est vraie si, et seulement si, V; n’est pas consé- 
quence de «/*. Comme toutes les conséquences de «7* sont vraies dans s. c.t. 
le résultat est démontré. 


[N. B. Soit «/- un système d’axiome d’ordre i > 1, par exemple 
#-_ ou 4. Soit V' une formule (du premier ordre) dont la réalisa- 
tion est l’ensemble des formules closes conséquences d’ordre i de 
#4}. Le lemme 2 s'applique à «4, et V'.] 


COROLLAIRE 2. — V, n’est pas décidée par #*, i. e. ni V; ni— Vi ne sont 
conséquences de 4Y. 
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Pour renforcer ce résultat d’indécidabilité nous allons définir D(x), aussi 
élémentaire que possible, telle que D(x) = V{x), afin d’appliquer le lemme 2 
en substituant D à V, D, à F.. 


Les principales propriétés de D vont être décrites ici. Mais leur démons- 
tration (en particulier celle que D = V), et même l’énoncé précis de D, utilisent 
le Chap. 2. 


(i) L’énoncé de D est obtenu de la façon suivante : la démonstration du 
lemme 3 fournit une « règle de déduction » particulière, analogue aux règles 
mentionnées p. 160, note 3, et montre que l’ensemble des formules de Pr 
déduites de æ* conformément à cette règle est V'; cette règle s’ exprime 
dans Z;, c’est-à-dire il existe une formule Dem (y, x)e S,, telle que Dem 
est la relation (entre la suite finie de formules ÿ et la formule x) : « ÿ est une 
déduction de X à partir de «/*, conformément à la règle ». 

Alors D(x) est : Vy Dem (y, x). 


(ü) D est plus élémentaire que Ÿ en ce sens que ses quantificateurs sont 
restreints à C., (lorsque Z, et sa syntaxe sont définis comme dans les exercices), 
alors que certains quantificateurs de V ne sont restreints à aucun ensemble 
(d’après la définition, p. 161 de la conséquence ensembliste). 


+ 


(ii) Maïs la « simplicité » de D s'exprime beaucoup mieux à l’aide des 
notions de base de la Partie B : avec le bref exposé de ces notions (B, & 0), 
on reconnaît aisément que Dem est une règle de déduction combinatoire (« pure- 
ment formelle »). Et il en résulte que si À € D, cela se vérifie d’une façon combi- 
patoire. 

(iv) Les lemmes 4 et 5 démontrent que «/* a pour conséquence : E%* — D,. 


Comme D, n’est pas conséquence de «7*, le théorème 4 est ainsi démontré. 
[LEMME 3. — V{x) = D(»), où D est Vy Dem (y, x), et, Dem est la rela- 
tion entre objets syntaxiques : 
y = (B, À;, 4;),Xx = À 
B est conjonction d’un sous-ensemble fini de æ#*. 


4 est la forme prénexe de B — À (définie Chap. 2, p. 17). 
A, est une tautologie de la forme : 


Ft, 11) ve VF, à) 


telle que Vx, … Vx,, F(x1, …, x,,) soit À, (définie Chap. 2, p. 20) et r! … r# 
soient des termes construits sur les symboles fonctionnels de FX, Xmn). 


Démonstration. — Par le théorème de finitude, si À est conséquence 
de «7*, il l’est d’un sous-ensemble fini B. B — 4 est valide. Appli- 
quer alors Chap. 2, p. 21. 
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Remarques. — Si V est la définition du Chap. 2 de validité dans 
tous les modèles de &7* la simplification du lemme 3 est la suivante : 
pour vérifier qu’une formule est dans V on aurait à «examiner » 
toutes les réalisations de æ/*: pour vérifier qu’elle est dans D, il 
faut simplement examiner toutes les configurations finies (B, 4;, À 2), 
et vérifier si la condition Dem est satisfaite ; si À est dans D, cela se 
vérifie en un nombre fini d’essais (cf. Chap. 2, p. 22). 


LEMME 4. — Pour toute À de P,. 


A4* + D(CAT) = D(TD(TATY”). 


Avant de décrire la démonstration, remarquons que À -+ D(TAT) 
n’est pas vrai pour toute formule close À : pas si 4 est vraie, mais À 
n’est pas conséquence de æ/* ! (par exemple pour 4 = V,). Donc le 
lemme 4 repose sur les propriétés de la formule D(7 A7), lesquelles 
reposent sur la remarque ci-dessus. Pour un choix canonique de 
Dem, en fait pour le choix le plus naturel, et pour une définition 
canonique des suites de symboles de Z,, Dem ((, a, 42), a)implique : 


la formule Vx Vy[C:(x) À CG) À Dem(y, x)] peut être for- 
mellement démontrée à partir de æ*. 


On accepte implicitement cette assertion si l’on admet que le sys- 
tème formel «7* suffit à une formalisation des mathématiques com- 
binatoires élémentaires vu que la vérification de Dem ((b, a, a2), a) 
est une suite finie de vérifications purement combinatoires. 

Ensuite, si 


Vx Vy[Cs @) À Ca) À Dem (y, x)] 
est conséquence de *, il en est de même de : 
Vx[C:(x) À Vy Dem (y, x)]. 


La dernière étape est de montrer que la déduction esquissée ci-dessus 
peut être elle-même formalisée dans «7*. 
On note d’abord que l’affirmation avec variables b, a;,a, (pour un À 
donné) : 
Dem ((, dis a), A") — Vx Vyfx = FG(b, 41, 43) À Dem (y, x)] 


est conséquence de /*, où G est la formule Dem (@, a, a2),7 AT) 
et où F, est définie p. 174. Par conséquent «* implique 


Vx Vy[x = Fo(b, a, a2) À Dem (y, x)] > Vx Vy[C: 69 À Dem (y, x], 
où 4’ = Vy Dem (y, A7), i. e., D(TAT), et donc 
Dem ((b, a1, 42), TA) = D(-D(-ATY). 
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Puisque les variables b, a;, a, ne figurent pas dans la conclusion, il 
en résulte que 


est conséquence de æ7*. 


La démonstration détaillée fait intervenir les définitions canoniques 
pour les raisons qu’explicite la remarque (iii). : 
LEMME 5. — Supposons D choisie canonique, donc satisfaisant aux con- 
ditions : le lemme 4 est vérifié et (pour tout couple de formules À, B de $ >) 


(D) g*+ AeB entraîne æ#*+ D(TAT)e DB). 
Alors si D, est la formule déduite de D dans le lemme 1, 


at ES + D, 
a) Tout modèle de #/*, s’il en existe, qui satisfait une formule 
close À, ne satisfait pas — À, et il en résulte trivialement : 
LEA PCA] TC AN) 
Ce résultat élémentaire est conséquence de æ*, cf. p. 172 (ii). La condi- 


tion E%° est ici nécessaire car s’il n’existe aucun modèle de # 
V(TBT) est trivialement satisfait pour tout B, en particulier B = — À. 


b) La démonstration de D — V (Lemme 3) est formalisable : 
#4*+ D = V (sinon on appliquerait la remarque p. 172 (ii)). 
En particulier, pour toute formule 4 de #,, 


AŸH D(TAT) = V(TAT) 
et donc 
A*+ — VE — A7) A DC —- A7), 


d’où, par application de a) 
(2) at [ESA D(-A)] > = D(- — A7). 
c) Prenant 4 = D, dans (2) 
A*+ [LE À DCDT)] + = D(- = DT), 


et prenant À = — D,, B = D(TDY) dans (1), puisque d’après le 
lemme 1, æg*+ DD) — D,, 


AY — DT DT) + — D(TD(DT)”). 
Donc 
SYRIE À DCDT)] > = DCDCDT)”). 
Ceci contredit le lemme 4 appliqué à 4 = D.. 
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Donc sæ#*+- Es* = — D(TDT), c’est-à-dire 
#*+ E* > D.. 
Discussion du théorème 4. 


1. Ly faillit, et donc] 7* faillit à caractériser la s.c.t., au sens du $ 1, parce 
que [U*, n’est pas satisfait, donc] U* n’est pas satisfait. 


2. En plus D“[D“] n’est pas satisfait par rapport aux raisonnements 
intuitifs sur les ensembles de type assez grand, voir théorème 3. 


3. Par rapport aux raisonnements intuitifs concernant les ensembles finis, 
D“° n’est pas satisfait parce que «/* ne décide pas D;, qui est une propriété 
combinatoire. En effet, D(x) est une propriété combinatoire, cf. (iii), p. 176 et, 
la construction de S étant combinatoire, D, l’est (cf. Lemme 1). 


[11 faut signaler une différence importante entre le théorème 4 et les 
théorèmes d’indépendances mieux connus, par exemple en géométrie : 
l'indépendance de E“ est liée de façon essentielle au remplacement de 
l’axiome 3 par le schéma 3*; en effet, E* est conséquence de æ 
(cf. th. 1) alors que, par exemple, l’axiome des parallèles est indépen- 
dant des autres axiomes de la géométrie qu’ils soient formulés au pre- 
mier ou au second ordre. Considérez les axiomes de Pasch ou de 
Hilbert, formulés dans le langage suivant : variables de « points » ; 
relation C(a, b, c, d): le segment ab est congruent au segment cd; 
relation «a, b, c, colinéaires » ; relation « a entre b et c », etc. Tous 
les axiomes sont du premier ordre, sauf «l’axiome de continuité », 
i. e. l’axiome des coupures de Dedekind. Quelquefois cet axiome 
est remplacé par un schéma du premier ordre, qui ne considère que 
les coupures définies par des formules du langage ci-dessus. Mais 
l’axiome des parallèles est indépendant de l’axiome de continuité du 
second ordre et non pas seulement du schéma du premier ordre. | 


4. D’après le corollaire 1, X** n’est jamais vérifié parce que n'utilise 
que des formules finies : l’ensemble 1 du corollaire 1 est défini par : 


(x = TASTA A3) V (x = TAXTA 4j) v 
où A, 4, … est une énumération des formules closes de Z%. 


5. À l'encontre de ces résultats négatifs, il y a le corollaire positif des théo- 
rèmes 3 et 4 : 


Une assertion purement combinatoire, D, indépendante de «7*, est consé- 
quence de æ# L{L,}i. e. d’un «axiome d’infini » supplémentaire (axiome 
exprimant l'existence d’ensembles de type élevé). 

D'un point de vue naïf, les inadéquations 1-4 ne sont pas surprenantes, 
justement parce que l’adéquation des axiomes du & 1 aux structures classiques 
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l'était. De l’oubli de cette surprise originelle vient l’étonnement suscité par 
le théorème de Güdel. Ce résultat semble proche des cas suivants bien connus : 


() L’irrationalité de NE: a montré que les rationnels étaient inadéquats à la 
géométrie euclidienne, et non que celle-ci devait être rejetée : 
(ii) 
2No x 2No = 2No “ 


a montré que la notion de bijection était inadéquate pour l’analyse du concept 
de dimension, et non que ce concept était dépourvu de sens mathématique. 

Au $& 4c) est discutée une opinion qui tire des conclusions tout à fait diffé- 
rentes du théorème 4. Mais d’abord on examine la valeur des concepts ensem- 
blistes en considérant leurs possibilités de développement. 


3. Progrès de la théorie, Acceptant toujours la s. c. t. nous allons considérer 
deux directions de recherches : 


a) l'addition, et b) l'élimination d’axiomes. 


a) Etudiant s. c. t., on peut suivre les méthodes mathématiques usuelles 
pour les structures particulières (entiers, réels, etc.), où « tous les moyens sont 
bons » si mathématiquement exacts. De ce point de vue la formulation d’axio- 
mes, au$2c), n’est qu’un commencement, et l’analyse qui a conduit à les poser 
doit se poursuivre. Les résultats du $ 2d) montrent qu’il y a quelque chose à 
faire même si l’on se borne à des questions formulées dans le langage #4, 
vu que toutes les assertions ne sont pas décidées par @* [æ] : 


(i) Le théorème 2 réclame l’addition d’axiomes d’infini, i. e. d’axiomes 
exprimant l’existence d’ensembles de type élevé ; l’un d’eux est l’axiome de 
remplacement qui, par exemple, implique que pour tout bon ordre il existe 
un ensemble de type isomorphe à cet ordre. 


L'AX Aa { (Axe a) V'yX(x, y)}]- VzAu {uezæVxfxea À X(x, u)]}. 


Les problèmes généraux que pose la formulation de tels axiomes sont discutés 
dans : K. GôDeL, What is Cantor’s continuum problem, 4mer. Math. Monthly, 
54 (1947), 515-525. 


(ü) Un défaut particulier de [systèmes du premier ordre comme] æ#*, est 
que C,;+,1 est censé comprendre fous les sous-ensembles de C,, alors que 3* 
exprime seulement l’existence des sous-ensembles définissables par une formule 
de 7%. En particulier rien n’est dit sur le sous-ensemble de C,,, t, du corollaire 1 
ci-dessus. [On notera que f est la réalisation d’une formule infinie ; c’est-à-dire 
que f est construit par une itération transfinie des opérations ensemblistes de 
base. 

Une analyse conceptuelle systématique de ce genre de constructions intuitives 
réclamerait peut-être l'introduction de nouvelles notions primitives — pour ce 
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qui est de son intérêt, voir en p. 183 ce qu’apporte, du point de vue des fonde- 
ments, l’analyse de la notion intuitive Val, résumée dans le théorème 5.] 


Un examen approfondi suggère que le défaut (i) est plus fondamental 
que (ii) : (ii) concerne seulement l’opération de base (de formation) de 
l’ensemble des parties d’un ensemble, tandis que (i) concerne le nombre 
d’itérations de cette construction, une matière dont la théorie est bien 
plus difficile. [Plus formellement, dans (i) on s’efforce de répondre à 
l’inadéquation de systèmes d’axiomes du premier et du second ordre, 
dans (ii) seulement à celle de systèmes du premier ordre. Et de toutes 
façons (pour la définition du Chap. 7 de conséquence du second ordre), 
toute assertion de la forme : 


« la formule À est conséquence du second ordre de B » 


s'exprime dans le langage du premier ordre Z, (s. c. t. étant sa 
réalisation) : donc la justification d’une telle assertion revient à la 
formulation d'axiomes (éventuellement indépendants des systèmes 
actuels) de ,, qui relève de (i). 

On notera une propriété analogue de l’inadéquation de 4 vis-à-vis 
des notions de la s. c. t. qui s’expriment naturellement par des formu- 
les infinies, comme r : au moins pour des formules à quantificateurs bor- 
nés, la réalisation À d’une formule infinie À peut être définie par une 
expression de Z,. Néanmoins, d’un point de vue heuristique, il 
peut être essentiel de conserver aux assertions sur s. c. t. la forme de 
formules infinies ou du second ordre]. 

Pour plus d’information sur les relations entre (i) et (ii), consulter : 
GôDpEL, Remarks before the Princeton Bicentennial Conference on 
problems in mathematics, pp. 84-88 de : The Undecidable, ed. Martin 
Davis, N. Y. 1965). 


Remarque sur les axiomes d’infini et les mathématiques traditionnelles. 


Les axiomes d’infini sont intéressants, non seulement en eux-mêmes, mais 
aussi de par la possibilité de les utiliser pour la démonstration de propriétés 
des, ensembles de type bas ; ainsi par exemple l’axiome J, sert à prouver 
E“ , donc l’assertion D, qui est purement arithmétique (i. e. : assertion formu- 
lée dans Z,, dont tous les quantificateurs sont restreints à € Cu, € »). 

Bien entendu, la vérité de D, ne « dépend » pas de l’existence de < Corot 
Eptw+1), Mais son évidence par contre en dépend ! Cet usage de Z, est 
parallèle à celui de méthodes analytiques en théorie des nombres, où les pro- 
priétés des fonctions de variables complexes (qui sont des éléments de € Co+2; 
Ep+2 >) ont des conséquences arithmétiques. Mais il faut noter deux différen- 
ces. Premièrement, comme il sera discuté en détail en B, p. 197, l’usage des 
fonctions de variables complexes peut être éliminé dans toutes les démons- 
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trations connues de théorie analytique des nombres, en ce sens (logique) précis 
que les théorèmes connus sont également conséquences de @* (cf. 8 24). 
(En pratique les déductions à partir de #* sont plus difficiles à suivre, parce 
que les fonctions complexes doivent être remplacées par des approximations 
rationnelles explicitement définies.) Par contre D, n’est pas une conséquence 
de #*, ni à fortiori de #*. Deuxièmement en termes informels, D, a surtout 
un «intérêt » métamathématique et non arithmétique. Plus précisément on 
ne sait pas si certains problèmes ouverts familiers en théorie des nombres 
sont décidés par des axiomes de l’infini. 

b) En ce qui concerne l'élimination d’axiomes (de «7/*) : son intérêt pour la 
théorie des fondements ensemblistes n’est pas très différent, en principe, de 
Pintérêt pour les études axiomatiques ordinaires. Aïnsi, dans la pratique 
mathématique, l’ensemble réduit d’axiomes devrait être satisfait par une struc- 
ture mathématique importante ne satisfaisant pas aux axiomes originels. 
Donc ici, si /* était réduit à un sous-ensemble æ,, on souhaiterait que æ, 
soit satisfait par un concept important d'ensemble qui ne satisfasse pas & ; 
mais pour être important en théorie des fondements, ce concept devrait être 
fondamental, donc évidemment non défini en termes de s. c. t. : au contraire, 
d’après le critère du $ 2a) pour les fondements « réalistes », la s. c. t. devrait 
être définissable à partir de ce nouveau concept (“). 

Aucun concept fondamental de cette sorte n’est connu à présent. (La notion 
générale de propriété, i. e. d’ensemble au sens (iii) du $ 24), a été mentionnée 
comme notion de base possible pour les fondements, mais sa logique n’est 
pas suffisamment étudiée pour être discutée ici.) 


N. B. On verra ci-dessous que la possibilité d’éliminer systémati- 
quement certains axiomes de «7* des démonstrations connues à présent 
dans certaines parties de la pratique mathématique est importante 
pour les fondements (non ensemblistes) des mathématiques décrits 
en B. 


[4. Notes historiques et compléments sur la validité logique. 


Un langage Z du calcul des prédicats est donné, comportant un nombre 
fini de symboles de relations et de fonctions ; Val!, Val?, .… désignent les ensem- 
bles des formules de Z, &?,... qui sont intuitivement valides, V1, V?, … ceux 
des formules valides au sens des Chapitres 2 et 7. 


(4) De même que les règles de déduction (cf. note 3), les axiomes de la théorie des ensembles qui 
interviennent dans les déductions sont rarement mentionnés dans la pratique, et rares sont les tenta- 
tives pour éviter l'emploi d’axiomes formellement non nécessaires, ce qui contraste avec les efforts. 
déployés pour éliminer les hypothèses superflues dans les théorèmes d’algèbre ou de topologie. 
Cette pratique est tout à fait cohérente si l’on admet la compréhension tacite de quelque chose 
comme les ensembles de la s. c. t., et si aucune autre notion de base indépendante n’est connue. 
Elle serait complètement anti-scientifique si l’on s’intéressait sérieusement à une justification 
«empirique » des axiomes : car si, dans la pratique, tous les raisonnements n’employaient qu’um 
sous-ensemble. 1 de.®*, l'expérience justifierait au mieux. 1 ! 


FONDEMENTS DES MATHÉMATIQUES 183 


a) Quelques résultats ensemblistes (i. e. formulés dans ;, avec comme tou- 
jours la s. c. t. pour réalisation) qui servent à établir des relations entre les 
notions ensemblistes V' et les notions intuitives primitives Val. 

Dem, (cf. p. 176) désigne la relation : 

{€ 41, A) : À est une formule prénexe de ?, À est Vx, … Vx,, Fet À, est 
une identité propositionnelle de la forme 


FG, st) ve V Fr, 0). 
On pose Do = Vy Dem. 


(D) 7! & D,. Ce résultat ensembliste est démontré au Chapitre 2 comme 
l'est, p. 160, la complétude de D pour F. 

De la note 3, p. 176 découlent deux propriétés des notions intuitives de 
validité logique : 


(II) Vali & V' et (II) D, € Val!. 


THÉORÈME 5. — Val! = D, = V1. 
(Conséquence immédiate de I, II, IIL.) 


COROLLAIRE 5. — D, « V! résulte de XI et III sans utilisation du théorème 
p. 21 du Chapitre 2. 


N. B. D, « V!est donc un résultat purement ensembliste démon- 
tré à l’aide de la notion primitive Val!. Cet usage de Val! n’est pas 
nécessaire parce que la démonstration p. 121 peut être formalisée 
dans æ#* par exemple (cf rem. (üi), p. 171) ; autrement dit, la condi- 
tion D" du $ 1 est satisfaite au moins vis-à-vis de cette démonstra- 
tion particulière utilisant Val!. Cependant on pourrait peut-être dériver 
de nouveaux axiomes pour s. c. t. en utilisant de manière semblable des 
notions logiques intuitives. 


Historiquement, les premières règles formelles de validité logique des for- 
mules du premier ordre (quelque peu différentes de Dem), ont été énoncées 
par Frege ; pour ces règles, les propriétés (correspondant à) IT et II étaient 
aussi évidentes. Cependant (ce qui correspondait à) Val! = D, était seulement 
soupçonné, et ne fut prouvé que 50 ans plus tard environ, par Gôüdel. 

Sur la possibilité d’étendre le théorème 5 aux formules d’ordre supérieur : 
on ne dispose pas présentement d’une démonstration convaincante de 
Val? = V2 ; et l'alinéa suivant montrera qu’une extension de D, = V', même 
sous certaines formes plus faibles, est impossible. Pour voir que ceci n’affecte pas 
la clarté de la notion Val?, il y a lieu de comparer nos raisons actuelles d’ad- 
mettre Val? — V2, et celles qu’on avait, avant la démonstration de Güdel, 
d'admettre Val! = V1. 

D'abord, chaque fois que la pratique actuelle montre l’appartenance à pi 
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d’une formule (aussi bien pour i = 1 et i — 2), elle peut montrer son apparte- 
nance à Val'; et inversement. Ensuite, pour beaucoup de 4e #? on ignore 
si Ae V?ou non ; mais aussi bien il n’y a pas de méthode effective pour décider, 
pour À dans Z arbitraire, si 4e V! ou non (et ce, même en disposant du Théo- 
rème 5). 


b) Compléments sur V1 et V? : les exercices 1 et 7 du Chapitre 7 montrent 
que le théorème de finitude n’est pas vrai pour la conséquence du second 
ordre, ni même pour des formules infinies du premier ordre (bien qu’une exten- 
sion en soit connue dans ce dernier cas, cf. le résumé du Chap. 6). 


On peut formuler des résultats plus détaillés en utilisant la notion de validité 
dans < C,, €, > : V, désigne l’ensemble des formules de Z°, vraies dans toutes 
les réalisations de Z” qui appartiennent à C,. Evidemment V, = V, si a < B. 


(i) « > w entraîne V' = V! (Chap. 2, Ex. 5). 


(i) Sauf pour des langages très pauvres, Vi £ V,, (la formule qui traduit : 
«tout ordre total a un plus petit élément », appartient à V4, non à V{,:). 


(ti) Par exemple pour Z = F2, RSR Æ Vis Car # admet un modèle 
dans CCurw+ 1: Eoto+1 >, On dans € Citw Eoto >. Plus généralement, pour 
1e SE (I étant par exemple un axiome d’infini), si a, est tel que & U {1} a 
un modèle dans C,+1, mais pas dans C2, 


2 
V4: À Fe * 


Visiblement il existe une borne supérieure «7 pour ces &, à savoir la borne 
de : {ur ; 1e PX et a, est le plus petit « tel que Z£ V2? siLé V?, a = 0sileV?}. 

Mais on sait peu de choses sur la grandeur de ag. 

Pour discuter l’existence d’une formule D? jouant vis-à-vis de V? un rôle 
analogue à celui de D, vis-à-vis de V!, rappelons une propriété essentielle pour 
le caractère «élémentaire » de D, : tous les quantificateurs de D, sont res- 
treints à € C,, €, », au contraire de V! d’après (i’). (Il y a d’autres propriétés 
dont l’analyse plus délicate relève de la partie B, mais elles n’interviennent pas 
dans le résultat négatif particulier qui suit.) 


Comme au Chapitre 6, la phrase «restreint à < C,, e, > » signifie 
que chaque quantificateur en x intervient sous la forme Vx{T, (x) A) 
ou Ax(T,(x) — …), où T, est la formule canonique qui définit C, 
(lorsque , est interprété par s. c. t.). La formule canonique T, a de 
plus la propriété de définir C, lorsque Z, est réalisé par < Cp Ep } 
pour tout 8 > «x (comparez Chap. 5, Ex. 6 c). 


Résultat négatif. Si x est tel que : il existe une formule A, de “ dont l’unique 
modèle, à un isomorphisme près, est  C,, €, », alors V? 4 D?, pour toute 
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formule D? de Z, dont les quantificateurs sont restreints à < C,, €, >. Ceci 
est une conséquence immédiate du Nota Bene du lemme 2, p. 175. 

En d’autres termes : le lemme 2 montre que certains systèmes d’axiomes du 
second ordre ne sont pas saturés vis-à-vis de toutes les assertions de la forme 
A € V? (4 de #?), tandis que : moyennant l'hypothèse ci-dessus sur a, il ya 
des systèmes saturés vis-à-vis des formules closes dont les quantificateurs 
sont restreints à C,. On dit que toutes ces formules sont décidées au sens de la 
conséquence du second ordre. 


Remarquons que 7 lui-même décide toutes les formules de Z, dont les 
quantificateurs sont restreints à C!,, (défini canoniquement) pour tout entier n. 
Une formule de ce type est l’hypothèse du continu (CH) qui est restreinte à 
Cy+2 : CH exprime que tout sous-ensemble de C, ., est en bijection soit avec 
C,+1 soit avec un sous-ensemble de C, ; or de telles bijections sont éléments 
de Co+2- 

En résumé nous avons moins de renseignements sur V2 que sur V1, mais 
dans ce que nous avons dit, rien ne suggère que V2 soit moins bien définie 
que V1 : en fait ce sont les mêmes notions ensemblistes qui servent dans cha- 
cune de ces définitions. 


c) Une position privilégiée pour les formules finies du premier ordre et la 
notion de conséquence du premier ordre ? Nous avons décrit tous les résultats 
précédents en acceptant les notions primitives ensemblistes. De ce point de 
vue, les résultats au sujet de V2, V?, montrent que V2 est compliquée, non 
qu’elle est imprécise. De même (cf. p. 180), le théorème 4 montre l'insuffisance 
de la conséquence du premier ordre pour analyser la s. c. t., non que las. c. t. 
doive être rejetée. 

Comme annoncé p. 180, nous exposons maintenant une position courante 
qui tire des conclusions différentes ; bien que la forme la plus pure de positi- 
visme en théorie des fondements soit le formalisme grossier, qui sera examiné 
dans la Partie B, $ 4, cette position est apparentée au positivisme, mais encore 
moins cohérente. 

En gros, elle affirme que le théorème 4 (la non-saturation) n’établit pas du 
tout une inadéquation : les formules de Z, qui ne sont pas conséquences 
formelles du système d’axiome donné, disons æ/*, ne doivent pas être consi- 
dérées comme vérités ensemblistes. Par conséquent cette position ne peut 
que rejeter les tentatives discutées au $ 3 pour trouver de nouveaux axiomes. 

La justification générale donnée est qu’il n’y a rien à découvrir parce que 
la notion d’ensemble est définie par le système d’axiomes choisi (ici 7*), exac- 
tement conîme la notion de groupe l’est par les axiomes de groupe. 

Alors toute structure S' satisfaisant les axiomes choisis doit être considérée 
comme structure ensembliste et il se trouve que ces structures ne sont pas 
toutes isomorphes. 

Evidemment ceci suppose implicitement qu’on se confine aux systèmes 
d’axiomes du premier ordre (car il existe des axiomes du second ordre catégo- 
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riques). Donc elle ne peut que rejeter l’usage qui est fait aux & 3 et $ 4b) de la 
notion de conséquence du second ordre. En particulier elle interpréterait 
ainsi les propriétés de décidabilité, comme par exemple 


(+){ (x = CHEV?} v {(ag > - CH)eV”}, 


qui est la décidabilité de CH : 

(+) est un théorème ensembliste, c’est-à-dire, d’après la position, une consé- 
quence des axiomes choisis 27% ; mais chaque structure ensembliste a sa propre 
relation de conséquence du second ordre (qui est la réalisation V3 de la for- 
mule canonique V2), et (+) exprime que dans S ou bien le premier membre, 
ou bien le second est vérifié. La position comparerait (+) à la trivialité logique : 


AxAy(xoy=yox) V—AxAy(xoy=yox), 


satisfaite dans chaque groupe muni de la loi o ; mais cela ne signifie pas que tous 
les groupes sont commutatifs ou tous non commutatifs ! 

Un défaut tout à fait évident de la comparaison avec les axiomes de groupe, 
est que ceux-ci ne sont pas censés, comme æ*, exprimer les propriétés d’une 
structure particulière (privilégiée). Et certainement, rien de ce que nous savons 
du concept général de groupe n’exclut l'existence de groupes particuliers ! 
Voici encore deux objections : 


1. La notion de modèle ou réalisation (d’axiomes donnés) est définie à l’aide 
des notions de base ensemblistes. En remplaçant la s. c. t. par le mot « struc- 
ture » ou «objet mathématique » S, on ne fait que changer le problème 
du $ 3 en problème de la découverte d’axiomes valides pour la notion de « struc- 
ture ». Rien n’a été proposé pour une telle recherche. 


2. Evidemment, si l’on n’accepte pas la notion de base s. c. t., la notion de 
conséquence du second ordre sera également relative (à S). 

Cependant si la conséquence du second ordre est définie par V2 dans toute 
structure ensembliste S, pourquoi pas V! ou D, ? Le lemme 2, p.175, montre 
qu’alors la notion de conséquence du premier ordre dépendrait également de S! 

De façon tout à fait générale, cette position appelle les objections suivantes : 
elle est incohérente quand d’une part elle accepte la notion de structure abs- 
traite (de modèle), et d’autre part rejette la considération de structures privi- 
légiées : bien sûr, si un système d’axiomes du premier ordre possède un modèle 
infini il en possède beaucoup d’autres ; mais la seule justification que nous 
ayons pour supposer que, par exemple, 7* en possède un c’est justement la 
structure particulière < Chorus Cote Ÿ- 

Ensuite, la restriction à la conséquence du premier ordre, visiblement em- 
pruntée aux fondements combinatoires (Partie B), est justifiée superficiellement. 
Dans les fondements combinatoires, elle est justifiée car elle permet d’éviter 
de façon cohérente les hypothèses sur des structures abstraites, en ne consi- 
dérant que la définition de la conséquence du premier ordre par les règles 
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formelles D,. Pour la position présente, la justification est sans doute le théo- 
rème PV! —"D,. Mais comme on considère des structures abstraites, (pour 
serrer de plus près la pratique mathématique), on ne voit pas l’avantage qu’elle 
tire du recours aux règles formelles. 

De plus, V’, et donc le théorème V! = D,, n’ont de sens que si l’on accepte 
des structures privilégiées (en particulier le Théorème cité suppose l’existence 
de structures infinies, voir $ 4b (i')). 

Cette position, en essayant de gagner sur tous les tableaux, ne réalise donc 
qu’une combinaison boîteuse des deux types de fondements ici décrits. 

Il y a deux liens entre le positivisme et cette position. D’abord la restriction 
déjà mentionnée aux formules (finies) du premier ordre. Ensuite et surtout le 
fait que ni le positivisme ni cette position ne fournissent la moindre contribu- 
tion positive aux fondements, et sont essentiellement une consolation de ce 
que certains problèmes de fondements ne se résolvent pas exartement comme 
on l'avait souhaité.] 


B. FONDEMENTS COMBINATOIRES 


Les notions de base sont celles de mot (suite finie de symboles) d’un alphabet 
fini, de fonction combinatoire (dont les arguments et les valeurs sont des mots), 
et de preuve combinatoire d’identités (entre deux fonctions combinatoires, 
par exemple (a.a) — (b.b) et (a + b).(a — b)}). 

Ces notions sont supposées connues dans la théorie combinatoire des fonde- 
ments, comme l’étaient les notions ensemblistes dans la Partie A et, d’ailleurs, 
dans tout le texte principal. Evidemment une analyse des notions de base ne 
cherche pas à les définir en terme d’autres notions ; cf. A, $ 2a pour une analyse 
non formelle de la notion d’ensemble, analyse qui consiste, entre autre, en 
des distinctions non formelles. 

Le lecteur découvrira que les notions combinatoires sont assez familières 
parce qu'elles interviennent implicitement dans toutes les mathématiques 
élémentaires (cf. $ 0). Seule la formulation explicite de ses propres connais- 
sances peut lui paraître originale. 

Il ne s’agit ici que d’une esquisse de la théorie combinatoire parce qu’un 
exposé précis réclamerait la connaissance de la théorie des démonstrations, 
partie de la logique mathématique qui n’est pas traitée dans ce livre. Mais le 
lecteur doit, au moins, avoir regardé un système formel comme celui du cha- 
pitre I de Bourbaki. 

La numérotation des parties À et B met en évidence la correspondance 
entre les deux théories de fondements considérées ici : en particulier, le $ 1 
formule les conditions d’adéquation (pour la théorie en question) et le $ 2 
énumère quelques propriétés utiles des notions de base. Le 8 0 ci-dessous 
contient une esquisse des notions de langage combinatoire et de réalisation 
combinatoire, qui correspondent aux notions de langage, respectivement de 
réalisation, pour les fondements ensemblistes de la Partie A. 


AVERTISSEMENT. — Il faut distinguer les preuves, traitées ici, des dérivations 
formelles, c’est-à-dire des suites de formules obtenues en appliquant mécani- 
quement des règles formelles ; distinction analogue entre comprendre et copier 
une preuve mathématique. En particulier, partant d’une réalisation (combina- 
toire) d’un langage formel, une dérivation formelle définit ou décrit une preuve. 
Ceci correspond, dans l’analyse ensembliste, à la définition d’un ensemble 
par une formule (dont l’ensemble est sa réalisation au sens de la p. 160; la 
notion de formule du calcul des prédicats est telle que les relations syntaxiques 
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entre les parties d’une formule correspondent à des relations (ensemblistes) 
entre leurs réalisations respectives. Dans la théorie combinatoire on choisit 
aussi des règles formelles de façon que l’on puisse associer une preuve combi- 
natoire à toute suite de formules construite selon ces règles, et que les 
relations syntaxiques entre les parties de la suite correspondent à des relations 
naturelles entre les preuves associées à ces parties. 

La doctrine formaliste mentionnée dans l’introduction ou bien n’accepte 
pas comme légitime la distinction entre preuve et dérivation formelle (parce 
qu’elle n’accepte pas la notion de preuve) ou bien la considère comme insuf- 
fisamment précise pour les mathématiques. L'introduction a déjà critiqué 
quelques présomptions de cette doctrine ; on y reviendra brièvement dans 
le $ 4 après avoir exposé les conséquences principales de cette distinction. 


0. Raïisonnement combinatoire. — Les objets dont s’occupe ce type de rai- 
sonnement, et dont d’ailleurs il tire son nom, sont les combinaisons finies 
d'objets concrets tels que les lettres de l’alphabet, les chiffres, les symboles 
d’un langage formel, etc. Une fonction combinatoire à n-variables est une 
règle mécanique avec une preuve combinatoire de son caractère fonctionnel, 
c’est-à-dire une preuve démontrant que, appliquée à n objets (pris parmi les 
combinaisons considérées), la règle détermine une valeur après un nombre 
fini d’essais ; plus précisément, on applique la règle à une description (d’un 
objet) qui, en général, n’est pas l’objet même. Enfin, pour être combinatoire, 
une preuve ne doit faire intervenir qu’un nombre fini de fonctions combina- 
toires et la succession de toutes les combinaisons finies possibles. 

Le lecteur trouvera une analyse détaillée des règles mécaniques dans la 
théorie des fonctions récursives et une analyse partielle des preuves combi- 
natoires par la suite. Mais il pourra se faire une idée générale de ces notions 
en réfléchissant sur un exemple typique : la fonction combinatoire de l’addition 
en Arithmétique numérique. 


G) Les objets et leur description. — L’alphabet de l’Arithmétique numérique 
contient deux symboles : le symbole d’individu 1 et le symbole fonctionnel 
S à une variable. Par conséquent, les termes (mots) sont 1, S1, SS1, …, notés 
aussi S°1, S11, S?1, respectivement. 

Ce qui est typique ici est qu’on peut décider mécaniquement si oui ou non 
deux termes désignent le même objet. Cette décision ne fait intervenir qu’un 
nombre fini de constatations d’égalités, resp. d’inégalités d’objets concrets 
qui se présentent (cf. l’acte de reconnaître une lettre de l’alphabet). Ce qui n’est 
pas typiqug est que tout objet considéré ici est un terme, tandis que, en général, 
un objet est muni d’un terme que l’on nomme sa description canonique et qui 
reflète les étapes de construction de l’objet. On notera que toutes les descrip- 
tions admises dans le raisonnement combinatoire permettent de retrouver 
mécaniquement les descriptions canoniques correspondantes, ce qui réduit 
à posteriori l'importance des descriptions canoniques d’objets (en contraste 
avec les descriptions de fonctions : voir a)). 
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N.B. Cette dernière remarque entraîne que, tant que l’on se confine 
aux objets, la théorie combinatoire approche l’analyse ensembliste : 
celle-ci, étant une théorie réaliste, supprime, en principe, tout appel 
aux descriptions des objets considérés (ensembles de l’échelle des 
types), principe qui conduit à l’axiome d’extensionnalité de A $ 2. Par 
contre, ce principe n’est pas satisfait dans les mathématiques cons- 
tructives au sens large ($ 3, ci-dessous) qui admettent aussi comme 
objets les fonctions et même les preuves constructives. 

La pratique mathématique combinatoire prend les constatations 
d'égalité mentionnées comme données sans les analyser. En revanche, 
l'intérêt du raisonnement combinatoire pour la théorie de la connais- 
sance est nettement lié au caractère élémentaire de ces constatations : 
celles-ci sont du même genre que les perceptions les plus simples, 
les objets considérés étant conçus comme des configurations finies 
existant dans l’espace et le temps. Ainsi les êtres abstraits n’entrent ici 
que dans les preuves : ils ne sont pas à leur tour des sujets d’un rai- 
sonnement combinatoire. (Les preuves en tant que pensées ne sont 
évidemment pas des configurations finies d’objets concrets ; en parti- 
culier, on verra qu’elles font intervenir l’idée de la succession infinie 
des combinaisons finies). 


Sur le plan formel, la restriction ci-dessous aux langages ne contenant 
que — comme symbole relationnel, reflète le rôle central des constatations 
d'égalité. 

(ii) Les règles mécaniques et leur description. — On augmerite l’alphabet 


de (i) en ajoutant le symbole fonctionnel + à deux variables (et on écrira 
t+t' pour + tt’). Partant des formules 


() a+l=Sa et a+ Sb = S(a + b) 


on substitue des termes aux lettres a et b, et on applique les règles dites d'égalité ; 
c’est-à-dire si on a « déduit » les équations #, = f, et 1’ = {” on remplace dans 
1" = 1" une ou plusieurs parties de la forme f, par #.. 


N. B. Les formules (*) définissent ou décrivent la règle d’addition 
pourvu qu’on comprenne l'opération syntaxique de substitution et, 
en particulier, qu’on sache identifier des symboles identiques. En terme 
de machines à calculer le (*) correspond aux instructions sur la bande, 
et l’espèce de compréhension requise correspond au mécanisme de la 
machine préparée à réagir à ces instructions. 


Des règles (ou, plutôt, définitions) non mécaniques de fonctions mathéma- 
tiques abondent en Analyse, ce qui constitue d’ailleurs une différence essentielle 
entre les mathématiques étudiées à l’Université et celles étudiées au Lycée. 
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Par exemple, si r, r, … est une suite p de rationnels, disons entre O et 1, on 
définit une suite Ao, 41, … d’intervalles qui convergent vers la borne inférieure 
de p par la «règle » suivante : 4, = [0, 1], 4,41 est la moitié gauche de 4, 
si À, contient un élément de p, et, sinon, 4,41 est la moitié droite. En général, 
on ne sait pas quel terme de l’alternative est vrai. La théorie des fonctions 
récursives établit que beaucoup des définitions courantes en Analyse n’équiva- 
lent à aucune fonction définissable par une règle mécanique : à plus forte 
raison elles n’équivalent à aucune fonction combinatoire. (Cette conclusion ne 
réclame donc aucune analyse de la notion de preuve combinatoire, ces 
définitions étant « grossièrement » non constructives : en contraste avec les 
problèmes principaux du $ 3 ci-dessous). 


(ii) Fonctions combinatoires. — Pour compléter la règle mécanique de 
(ii) de façon à obtenir une fonction combinatoire on établit, à l’aide d’une 
preuve combinatoire que quels que soient les entiers n et m, la règle permet de 
déduire une formule de la forme S" 1 + S" 1 — S? 1. Au m-ième élément de 
la suite 5° 1, S11, S2 1, on fait correspondre une application de la règle (*) 
(pour un # donné) : sim = 0, on déduit S" 1 + S*1 — S"+11 en remplaçant 
a par S"1 dans la première formule de (*) ; si m Æ 0, on substitue S"-1] 
à b dans la deuxième formule de (*) ce qui donne 


S"1+ S"1 = S(S" 1 + S"7!1). 


Il reste à vérifier que les règles (particulières) d’égalité de (ii) suffisent pour 
en tirer la valeur cherchée : on raisonne par récurrence sur m, c’est-à-dire 
on suit la construction de la suite S° 1, S!1,.., S" 1 ; partant d’une formule 
de la forme S"1 + S"-11 — S21, on obtient S"1 + S"1 — S1*11 en 
prenant S" 1+S"-11 pour #,,54*! pour r,, S"1+S" 1 pout r'et S(S"1+S"7*1) 
pour f”. 

D'une façon semblable on vérifie l’unicité de p, m et n étant fixés. Bref, 
(la règle définie par) le terme a + b est fonctionnel(le) sur l’alphabet de 
(i) parce que, quels que soient les entiers # et m, une formule (unique) de 
la forme S" 1 + S"1 = SP 1 est dérivable. 

Plus généralement, on voit le caractère fonctionnel de la règle définie, au 
sens du (ii), par un terme de l’alphabet dont les variables sont a, b, …, c, dont 
l'unique symbole d’individu est 1 et dont les symboles fonctionnels sont S'et +. 


N. B. L'espèce de compréhension requise pour appliquer une règle 
mécanique ne suffit évidemment pas pour suivre le raisonnement ci- 
dessus : sur le plan formel la différence correspond à la différence 
syntaxique entre les formules sans ou avec variables. 

Les explications qu’on a données dans (i), jointes aux connaissances 
intuitives du lecteur, lui permettent de reconnaître aisément le carac- 
tère combinatoire de la règle d’addition. Il est plus difficile de formuler 
explicitement ce qui est essentiel ici ; autrement dit, de formuler en 
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toute généralité les principes, c’est-à-dire les possibilités de limagina- 
tion combinatoire, implicitement présupposés dans la preuve du 
caractère fonctionnel de la règle d’addition. (La formulation cherchée 
permettrait, en outre, une énumération, bien entendu non combina- 
toire, de toutes les fonctions combinatoires : voir & 3). 


(iv) Preuves d’identités et leurs relations aux dérivations formekes. Soit æ* 
le système des règles obtenu en ajoutant à l'alphabet de (ii) des variables a,b,.….,c, 
et en étendant les règles de (ii) à toutes les équations construites sur lal- 
phabet augmenté. Soit 1, … n» leterme obtenu en substituant S"], S" 
1,..., S° 1 à a, b, …, resp. c dans f, et, enfin, soit : la fonction combinatoire 
définie par le terme # au sens de (iii). 


Une preuve combinatoire de (l'identité) : = t’ démontre, par définition, 
que quels que soient les entiers n, m,.…,p la formule noms) = É'nmp) 
peut être dérivée selon les règles de (ii). 


«) On note d’abord qu’on peut obtenir une preuve de { = t’ à partir d’une 
dérivation formelle, selon les règles de #*, de la formule t = t', R* étant 
clos par rapport à la substitution de termes S° 1, S!1,... à des variables. 


B) Par contre, bien que, par exemple, 1 + a = Sa soit une identité, ce 
qui est évident par récurrence sur a, la formule 1 + a = Sa n’est pas déri- 
vable (dans #*); car toute formule dérivable est vraie dans la réalisation 
(ensembliste) suivante : les variables varient sur les ordinaux, les réalisations 
de 1, S, + sont l'unité, le successeur, resp. l'addition usuelle des ordinaux. 
Or 1 + © £ © + I. 


On peut éliminer, d’une façon triviale, la notion abstraite d’ordinal, et ainsi 
donner une preuve combinatoire du fait que 1 + a = Sa n’est pas dérivable : 
les variables varient sur les couples ordonnés d’entiers <P,q»>,oùp >0,qg>0 
et p+gqg>0; on pose 


1=<0,1), S((n,m})=<nm+l), 
(nm)+<0,q)=<nm+aq) 


et 
Enm)+<p+l,g)=<n+p+l,q); 


On a 
(0,1)3+<1,0) #<1,0)+<0,1). 


N. B. a) et B) établissent respectivement la validité (combinatoire) et 
et l’incomplétude du système #* par rapport à la théorie combinatoire 
de addition. On voit donc l’ordre des choses : partant des règles méca- 
niques de l’addition (ici sous forme du système formel de (ii)) on s’aper- 
çoit de leur caractère fonctionnel par le raisonnement de (üii) ; ensuite 
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on se donne un système formel contenant des variables (ici Z*) et on 
se demande si oui ou non l’identité 5 = +” équivaut à la dérivabilité de 
la formule { = ft’ dans ce système. (Puisque le sens même de cette 
question repose sur une connaissance tout du moins partielle des 
notions de base combinatoires, un lecteur qui a suivi sans peine Îes 
preuves de «) et de B) peut espérer posséder cette connaissance). 

On aura remarqué l’emploi d’une terminologie « psychologique » 
ce qui n’a rien d’étonnant puisque la théorie combinatoire est censée 
être idéaliste. 


Enfin on notera que la constatation combinatoire, mais non mécanique : 
La formule À + a = Sa n’est pas dérivable dans R*, 


a le même caractère que l'identité 1 + a = Sa elle-même : à savoir, quel que 
soit la suite de formules du langage de Z* on constate mécaniquement si 
oui ou non elle est construite selon les règles de Z* (cf. : quel que soit Pentier # 
on calcule mécaniquement les valeurs de 1 + S*1 et de SS"1) et aussi si our 
ou non la dernière formule de la suite est identique à 1 + a = Sa (cf. : on cons- 
tate si la valeur de 1 + S"1 est S"*!1}, Le raisonnement de B) démontre 
que la réponse à l’une ou l’autre de ces questions sera négative. 


Ce caractère élémentaire des énoncés de non-dérivabilité formelle sera essen- 
tiel pour tout ce qui suit. 


a) Langages et réalisations combinatoires. On admettra les langages du 
calcul des prédicats avec égalité (App. I) modifiés comme suit : on supprime 
les quantificateurs (les variables de toutes les formules considérées sont donc 
libres) ; d’autre part la donnée du langage consiste en la donnée de fonctions 
combinatoires qui énumèrent, éventuellement avec des répétitions, les diffé- 
rentes sortes de symboles (on n’admet donc plus comme ensembles de sym- 
boles des ensembles disjoints quelconques). On se limitera souvent à des langa- 
ges ne contenant qu’un nombre fini de constantes d'individus, de symboles 
fonctionnels et de symboles relationnels, et contenant une énumération parti- 
culière d’une suite (infinie) de variables. 


N. B. Ces fonctions énumérantes, chacune donnée bien entendu 
par une description particulière, font partie de la donnée du lan- 
gage : par conséquent on considèrera comme différents deux langages 
dont les (descriptions des) fonctions énumérantes diffèrent, même si 
les ensembles énumérés sont identiques ; en particulier, on distinguera 
une énumération finie (dont la donnée est une suite finie, c’est-à-dire 
un objet combinatoire) d’une énumération infinie du même ensemble 
sans preuve combinatoire de leur équivalence. Ces distinctions viennent 
du fait que, contrairement aux cas d’objets considérés p. 189 dans (i), 
on ne peut toujours décider au moyen d’un raisonnement combina- 


194 APPENDICE II 


toire si oui ou non deux descriptions de fonctions sont équivalentes 
ni si deux fonctions énumèrent le même ensemble c’est-à-dire si les 
ensembles de leurs valeurs respectives sont identiques. Sur ce point 
la théorie combinatoire s’écarte de l’analyse ensembliste. 


Soit un langage (combinatoire). Une réalisation R combinatoire de Z 
est constituée par définition ‘ 

(i) d’une énumération U (finie ou non finie) non vide d’objets combina- 
toires, appelée univers de R, où domaine des variables, 

(ii) d’un élément énuméré (c’est-à-dire parmi ceux énumérés) par U, pour 
chaque constante d’individu, 

(iii) d’une fonction combinatoire à n variables (dont les arguments et les 
valeurs sont énumérés par U) pour chaque symbole fonctionnel à n variables, 

(iv) d’une fonction caractéristique à # variables (ne prenant que deux valeurs 
distinctes, soient T et L) pour chaque symbole relationnel à n variables. 


N. B. (iv) montre qu’on pourrait se confiner sans perte de géné- 
ralité à des langages ne contenant que — comme symbole relationnel. 
Si Z contient une suite infinie de symboles fonctionnels, disons, à 
2 variables, énumérée par la fonction o définie sur U,, on modifie la 
définition de réalisation comme suit : R contient une fonction combina- 
toire ® à 3 variables (la première variant sur U,, les autres sur U), telle 
que, pour tout élément w#, de U,, la fonction Du,xy aux deux varia- 
bles x et y est, par définition, la réalisation du symbole qu. 


b) Réalisation combinatoire d’une formule ; validité combinatoire. Soit un 
langage (combinatoire), R une réalisation de Z et À une formule de Z. On 
dira qu’une preuve combinatoire x réalise la formule À dans R si, pour deux 
objets distincts, disons T et L, ou bien : 


1° À est close, À est la valeur de À selon la valuation du calcul propositionnel 


[voir Chap.1] pourvu qu’on remplace s = { par T si s et 1 désignent le même 
élément (énuméré par U) et par L dans le cas contraire, et enfin x est un 
calcul mécanique constatant 4 = T ; [on notera que la valuation du Chap. 1 
est évidemment mécanique] ; ou bien, 


29 les variables libres (et par conséquent toutes les variables) de À sont 
prises parmi {x,, …, x,} et x est une preuve combinatoire de l'identité An : 


Quels que soient les éléments x,, .…, x, énumérés par U, le calcul de À selon 
le 1° aboutit à la valeur T. 

(En général, c’est-à-dire si U n’est pas une énumération finie, x n’est plus 
un Calcul mécanique. On ne suppose évidemment pas que tout élément de U 
ait un nom dans , c’est-à-dire soit la réalisation d’un terme de Z.) 

[Il est immédiat que, quel que soit R on peut trouver une preuve (réalisation) 
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nr de À si la formule E — À est valide au sens ensembliste, où Æ est la conjonc- 
tion des axiomes d'égalité pour tous les termes figurant dans À. Inversement, 
si E — À n’est pas valide on peut trouver une réalisation R du langage de À 
et des éléments x,, …, x, de l’univers de R tels que À = L.] 

Discussion. Des langages avec quantificateurs ne sont pas envisagés ici 
en raison de la difficulté suivante : les lois logiques usuelles ne sont pas valides 
pour les réalisations combinatoires, lorsque celles-ci sont étendues de façon 
naturelle aux formules quantifiées. Par exemple, pour une formule sans quan- 
tificateur A(x,, …, x,, x, y) il semble naturel de poser : 


Le couple (x, f) est une réalisation de Ax Vy A(x:, …, x, x, y) (formule où le 
symbole fonctionnel f à n + 1 variables n’apparaît pas) si f est une fonction 
combinatoire, et x réalise 


D RAR TC CITE 


Le couple (x, £) réalise Vx Ay — A(x;, …, x, x, y) (formule où le symbole 
fonctionnel g à n variables n’apparaît pas) si x réalise 


: TT A(x Xp g(X1, .…… Xn), y) . 
Le triplet (x, f, g) réalise Ax Vy 4 v Vx Ay — À si x réalise 


Afx: ce) Xn x, f (x .) Xp x)) V = Afxi, v.) Xns 8x: HE Xn) ») , 


pour tout n + 2-upletx,, …, x,, x, y du domaine considéré. 
Il n’y a aucune raison de penser que Ax Vy À v Vx Ay — À est nécessai- 
rement réalisée en ce sens (bien qu’elle soit valable au sens ensembliste). 


En fait, il n’est même pas plausible qu’il existe deux fonctions fetg 
définies mécaniquement, telles que : 


ou bien As nde 2T Cunu 2%) 
ou bien — A(Xis Xp LE es Xn) ) 
sont vrais 


au sens ensembliste (cf. la section c). 


c) Traductions ensemblistes d’identités combinatoires ; démonstrations non 
combinatoires de ces traductions. Evidemment, on suppose connues à la fois 
les notions ensemblistes et les notions combinatoires dans cette section. Les 
fondements combinatoires n’en dépendent pas, mais les notions qu’elle présente 
serviront à rendre intelligibles les démarches purement combinatoires du 
paragraphe suivant. 

À tout langage combinatoire Z et toute réalisation combinatoire R de , 
on va associer de façon naturelle un langage Z* et une réalisation R* de Z*, 
au sens de la Partie À, pp. 159 et 160. 
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Les objets combinatoires de Z et R (symboles, alphabet et mots de R) 
sont considérés comme des ensembles ; en particulier un mot est l’ensemble : 
suite ordonnée de ses lettres ; Z et R étant constitués par des suites d’énumé- 
rations et de fonctions combinatoires des objets précédents, on associe à chaque 
énumération l’ensemble des objets énumérés, et à chaque fonction combina- 
toire, son graphe (faisant abstraction des définitions particulières par lesquelles 
ces ensembles nous sont donnés) ; on définit ainsi : 


Æ*, suite des ensembles des divers types de symboles, et 


R*, dont l’univers est l’ensemble des mots appartenant au domaine de R, 
la réalisation d’un symbole de fonction f (resp. de relation R) étant l’ensemble 
associé à fn (resp. Ra). 


Les propriétés de la correspondance (Z, R) = (Z*, R*) montrent le rôle 
essentiel des définitions particulières de fonctions et d’énumérations pour les 
notions de langage et de réalisation combinatoires : 


19 il existe des langages et des réalisations ensemblistes qui ne peuvent pas 
être associés de la manière décrite à un langage et une réalisation combinatoires, 


29 il existe des réalisations combinatoires qui sont équivalentes du point 
de vue ensembliste (c’est-à-dire auxquelles est associée la même réalisation 
ensembliste) mais pas du point de vue combinatoire (c’est-à-dire que l’équi- 
valence ci-dessus ne peut être définie et démontrée combinatoirement) ; autre- 
ment dit, la correspondance ci-dessus n’a pas de réciproque uniquement définie 
(le lecteur devrait comparer ceci avec la nécessité d’un choix canonique de 
définitions d’objets de la s. c. t., dans la Partie A, Lemme 3), 


1° est une conséquence évidente de ce résultat de la théorie des fonctions 
récursives : il existe des ensembles non énumérables par des fonctions mécani- 
quement définissables et à plus forte raison par des fonctions combinatoires. 

2° résulte d’une analyse plus délicate des preuves combinatoires, qui montre 
l'existence de deux fonctions combinatoires ayant même graphe, mais telles 
qu'on ne puisse montrer combinatoirement cette propriété. 


A étant une formule de Z, dont les variables sont parmi Xis ee, Xys UNE frQ- 
duction de l’identité combinatoire Ax (c’est-à-dire : « À est satisfaite par KR ») 
est simplement une formule de Z, exprimant : 


& AÂx;,.…., Ax, À est satisfaite par R* ». 


Il est clair que si Ax, … Ax, À n’est pas satisfaite par R*, il n’y a pas de réali- 
sation combinatoire de À dans HR. 


On peut formuler ainsi les grandes lignes des démonstrations non combi- 
natoires (de traductions) d’identités combinatoires : 

D'abord (cas élémentaire), on peut considérer les interprétations, dans la 
réalisation R*, de formules quantifiées de Z* (auxquelles on n’a pas assigné 
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de sens combinatoire) et en leur appliquant des principes qui sont valables 
pour l'interprétation ensembliste de Z*, obtenir Ax:, … Ax, 4. Ce genre de 
démonstration nous est familier en arithmétique ou en théorie des suites 
d’entiers, où on l'appelle couramment «démonstration » non constructive, 
cf. p. 181-182. 


En second lieu, on peut plonger R* dans une réalisation qui n’est associée 
à aucune réalisation combinatoire, et se servir des propriétés de cette réalisa- 
tion étendue. Ceci nous est familier en théorie analytique des nombres, où la 
structure des nombres naturels (sous-ensemble de C,, dans la Partie A) est 
plongée dans le plan complexe (€ C,, +1) ou dans l’espace des fonctions du plan 
complexe (& C,+2). Dans un exemple très simple de ce procédé, en p. 192, on 
se sert de la structure des ordinaux pour démontrer un résultat de non-dériva- 
bilité sur le système formel #*, résultat qui est une identité de la sorte ici 
considérée. 

Dans ce dernier cas, pour ainsi dire la simple lecture de la démonstration 
montre comment éviter l’usage de la structure essentiellement non combina- 
toire des ordinaux : à la place des ordinaux, l’on considère w?, et sur w? un 
ordre pour lequel on montre les propriétés utilisées des ordinaux. De même, un 
examen des démonstrations existantes de théorie analytique des nombres montre 
qu’au prix de détails supplémentaires, on peut éviter complètement l'introduction 
de réalisations non combinatoires  Ci+1; Ewr1 > OÙ < Co+2r Ew+2 )> EN Se 
confinant au plan rationnel complexe et en utilisant des approximations des 
fonctions étudiées. 

Par contre il n’y a pas évidence du tout que l’usage suivant de réalisations 
abstraites soit évitable : considérez les règles de déduction à partir de æ*, 
D (cf. p. 176, (i) et (ïii)) et l'identité : « À À — À n’est pas formellement déri- 
vable par les règles Dem » (pour une formule donnée 4). «7* étant satisfait 
par { Cor Ew+w >, toutes les conclusions de D le sont aussi, parce que Îles 
règles préservent la validité dans les réalisations ensemblistes ; À A — À 
étant fausse dans { Ciio Ew+o > n’est donc pas dérivable. 


Discussion : Quoique simple, cet argument n’est pas vide parce qu’il dépend 
de la vérification que æ/* est satisfait par € Cuio Ew+w > : Si l'axiome 3* est 
remplacé par l’axiome de compréhension non restreint (qui est évidemment 
faux dans { Cytw Eotw >), l'identité correspondante est fausse (cf. Partie A, 
p. 166). 


Le fait que plonger une structure G dans une structure plus riche conduit 
souvent à des démonstrations plus simples au sujet de Gest bien connu dans 
les mathématiques modernes. [ci on se sert de € Citws Ew+ow ? POUT dériver 
un résultat sur { C,, €, > grâce au développement de l’arithmétique dans 
{ Css Ew > (cf. Partie A). Justement parce que cette démonstration est si 
simple, n’utilisant des règles formelles que leur propriété de préserver la vérité, 
il n’est pas du tout plausible qu’elle puisse être facilement transformée en 
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démonstration combinatoire, contrairement à la démonstration citée précé- 
demment. 

Avec les explications informelles fournies par cette section, la brève exposi- 
tion ci-dessous des problèmes posés par les fondements combinatoires doit 
être tout à fait compréhensible. 


+ 
1. Comment analyse-t-on les mathématiques intuitives au moyen des 
notions de bases combinatoires ? 


Comme une bonne part des mathématiques intuitives s’occupe d'objets 
abstraits tels que < C,, €, >, « > &, qui ne sont pas du tout combinatoires, 
l'analyse ne peut porter sur les objets eux-mêmes ; on peut alors de façon cohé- 
rente la faire porter sur les raisonnements concernant ces objets. Cette possibi- 
lité est formulée de façon précise dans le programme de Hilbert. 


a) Représentation (description) des raisonnements mathématiques au 
moyen de systèmes formels. — Au début de l'introduction était précisé qu’on 
ne sait pas codifier au moyen de règles mécaniques, le passage du raisonnement 
intuitif à sa formulation dans un langage formel. En effet on cherche une 
représentation fidèle du sens, non de la forme extérieure (des mots) du raison- 
nement intuitif. Et, supposé ce passage accompli (faisant partie des données), 
il reste encore à définir combinatoirement les relations de base du raisonne- 
ment intuitif (par exemple la relation de conséquence), ou plutôt les relations 
correspondantes pour la représentation du raisonnement, et il reste à démontrer 
combinatoirement leurs propriétés. 

Dans b) et d) sera formulé exactement ce qu'il faut établir, sous forme de 
conditions combinatoires d’adéquation. Pour l'essentiel b) correspond à ES 
et d) à US (cf. Partie A, p. 160). Comme il fallait s’y attendre, les Théorèmes 4 
et 5 (ou plutôt des généralisations adéquates) sont décisifs pour les résultats 
qui sont résumés $ 4, a), b). 


Discussion. — Pour bien suivre la discussion $& 4, le lecteur devrait 
comparer le rôle, (i), du résultat : D = V (ou plus généralement du 
Théorème 5) pour les fondements combinatoires, et celui, (ii), de 
résultats correspondants pour les fondements ensemblistes. 


@) Si l’on accepte les notions ensemblistes à la base de la définition 
de la relation de conséquence, le Théorème 5 fournit une démonstra- 
tion mathématique que celle-ci coïncide avec une certaine relation 
définie combinatoirement, ceci pour les formules du premier ordre. 
Mais si l’on se confine au cadre combinatoire on ne dispose que du 
fait empirique : ilse trouve que chaque formule du premier ordre de E 
reconnue pour valide logiquement est engendrée au moyen de cer- 
taines règles formelles (celles du Lemme 3, cf. p. 176, (i) et (ïi}). [De 
même, à l’aide de la théorie des fonctions récursives, et en acceptant les 
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notions ensemblistes, on montre que la relation de conséquence du 
second ordre n’est pas définissable par des règles mécaniques. Dans le 
cadre combinatoire on ne peut même pas formuler ce fait, à fortiori 
le démontrer. On peut seulement dire que l’on ne connaît pas une telle 
définition ; et pour tout cas particulier de ce fait général exhiber un 
contre-exemple.] 


(ii) Un résultat correspondant pour les fondements ensemblistes, 
disons de la théorie intuitive de l’arithmétique N, serait une démons- 
tration que N satisfait les axiomes de Peano NX. A l’intérieur du 
cadre ensembliste, &7N est simplement une donnée ; on ne peut expri- 
mer le raisonnement qui montre que N satisfait 7, et doit se 
contenter d'admettre une terminologie informelle adaptée. 


b) Réduction de principes intuitifs à des principes combinatoires (le pro- 
blème de la non-contradiction d’Hilbert). —— Une exigence minimale pour cette 
réduction peut être formulée avec la notion de traduction décrite dans $ 0 c): 

Soient Z un langage et R une réalisation combinatoire (réalisant ). 
Pour chaque formule À de ?, soit 4; la traduction canonique de Am. On veut 
savoir, au moins pour les formules closes À : 


(i} si À est réalisé dans R, y a-t-il une dérivation formelle de 47 à partir 
de «7* (ou même d’un sous-ensemble de 7 *) ? 


(ii) s’il y a une dérivation formelle de A, est-ce que À est réalisé (au sens 
combinatoire) dans R ? 


Ces questions étant ainsi formulées, la recherche d’une solution purement 
combinatoire a au moins un sens. Précisément : supposons (p. ex. si R = Rec 
et = Fe, voir pp. 204-205) l'existence d’une formule Dem (s, AT) qui 
définit dans R la relation combinatoire : « la suite s de formules de Z; est une 
dérivation formelle de Ar à partir de «7 * » ; une réponse à la question (i) est une 
fonction combinatoire f dont l’argument est une formule de Z et l’image une 
suite de formules de Z,, avec une démonstration combinatoire de l’identité : 


An Dem(fA, TAF). 


Cette réponse revient à établir effectivement que les mathématiques combina- 
toires peuvent être développées dans la théorie des ensembles ; ce qui était 
déjà utilisé dans le Lemme 4, de la Partie A. 

La question (ii) prend simplement la forme (s variant sur les suites finies 
de formules de ,, et pour toute formule close 4 de Z) : 
YŸ a-t-il une preuve combinatoire de 


Dem(s, A7) + An ? 
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Notez que le caractère combinatoire de la relation Dem est essentiel pour 
une formulation combinatoire des deux questions. 

Une solution positive de (ii) constitue une vraie élimination des hypothèses 
ensemblistes, car une démonstration combinatoire de 


Dem (s, A7) — An 


+ 
n’utilise pas le sens (c’est-à-dire la réalisation) des formules de s — pour la 
bonne raison que celui-ci n’est pas du tout combinatoire —, mais seulement 
leurs propriétés (formelles) syntaxiques. 


Par contre la justification intuitive de l’affirmation 


Dem (s, AT) — Àn 


est tout juste celle de la démonstration de consistance à la fin du $ 0, c) : on 
considère le sens des formules de s, conclu comme au $ 0, c) qu’elles sont 
vraies, donc aussi Ar, et donc Aa, du moins si À est close. Evidemment, cet 
argument disparaît si l’on n’accepte pas les vérités ensemblistes exprimées 
par ag*, 


Discussion. Les lignes précédentes montrent qu’il ne peut être 
question de réduction combinatoire si une solution positive n’est pas 
donnée à (ii) : sinon même les conclusions purement combinatoires 
tirées d’hypothèses ensemblistes ne seraient pas combinatoirement 
justifiées. Mais cette solution est aussi tout ce qu’on peut exiger au 
Stade présent de l’analyse, parce que les formules Ar Sont les seules 
auxquelles un sens combinatoire est attaché (une extension est 
possible si l’on étend la notion de réalisation combinatoire d’une façon 
moins naïve que p. 195). Le Théorème 4 de la Partie À rend 
implausible même au premier abord une solution positive de (ii) 
(cf. $ 3 pour des détails). Mais la question () a un sens pour, au lieu 
de s*, tout système formel qui représente les raisonnements sur une 
structure abstraite, pourvu qu’une notion sensée de traduction des for- 
mules combinatoires soit définie. 

Il n’y a donc pas de réfutation générale du programme de Hilbert 
pourvu qu’il existe un système formel à priori non combinatoire (plus 
généralement non constructif) pour lequel (ii) a une solution positive. 
Un tel système est donné dans la section c). (Ceci répond à la doctrine 
positiviste mentionnée en fin d’Introduction ; nous y reviendrons 
au$ 4 c).) 


Remarque sur le problème de la non-contradiction de Hilbert. — La non- 
contradiction affirme que, pour tout B de Pr, et lorsque les variables x, y 
ont pour domaine les suites de formules de #,, 


(+) Dem (x, TB) = — Dem (y, — B°) ; 
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ou, si L dénote la traduction d’une formule combinatoire fausse telle que 
= 1: 


(++) — Dem(x, 717); 
avec 


(0 = I)r = Vy: Vy2[Au — (ue y:) À AU(GUE Ya eu = Yi) A Yi = 2] 


(+) et (+ +) sont équivalents puisque toute formule est formellement déri- 
vable à partir d’une formule fausse. Et, si (i) est satisfait, (ii) est équivalent 
(combinatoirement) à (+). 

D'abord (+ +) est le cas particulier de (ii) où À est 0 = 1. 


Réciproquement, d’après (i) : 


— Ag — Dem [FC À), (— Ar] ; 


donc 


_; Dem [FC 4), AÏ7] + — de AR 


et 


= Dem [f(— 4), "(= 4)7] — An - 


En combinant ceci avec le cas particulier de (+), où Best A7, y est f(— 4). 
on obtient : 


Dem [x,7 A7] — An: 


L'avantage de (+ +) sur (ii) réside principalement dans le rempla- 
cement d’une variable (sur les formules de.) de (ii) par la constante L. 
Mais la signification de ces deux conditions équivalentes est mieux 
en évidence sous forme de la condition d’adéquation (ii) (cf. dis- 
cussion de cette section, ci-dessus). 


c) Résultats positifs sur le problème de Hilbert (ces résultats étant formulés 
et prouvés en théorie des démonstrations, nous ne pouvons que les indiquer 
ici). . 

Soit un langage Z au sens du $ 0 b), 4 une formule de Z, de variables 
parmi x1,.…, x, et 7 une réalisation de À (c’est-à-dire une réalisation de ?, 
et une preuve combinatoire de À pour cette réalisation). 


RÉSULTAT FAIBLE (« faible » pour les fondements combinatoires parce que 
sa formulation utilise à la fois les notions combinatoires ef ensemblistes). Si 
les variables de la formule B de Z, sont parmi y:,…, p,, ef si (la formule de 
LY) A; .… A, B est conséquence ensembliste de Ax; … Ax, À, alors il existe 
une preuve combinatoire de B pour la réalisation donnée de Z. 


KREISEL et KRIVINE. -— Logique mathématique 14 
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La clef de la démonstration est la propriété combinatoire de la formalisation 
particulière de la relation de conséquence indiquée dans la Partie A, Lemme 3 
(voir également (i), page 198) : si (pour des formules purement universelles) 
AY: Av, B est déduite par ces règles de Ax, … Ax, À, alors il existe une 
déduction purement propositionnelle de B à partir d’une conjonction À, À + À 4, 
de formules 4; venant de la substitution de certains termes aux variables 
de 4. D’après p. 194, une telle déduction définit une preuve cômbinatoire 
de 4, A+ À 4, — B qui, jointe à la réalisation de À, est aussi une réalisa- 
tion de B. 


La propriété particulière de ces règles n’est pas satisfaite par 
les formalisations courantes comme celle de Bourbaki. Par exemple, 
si modus ponens (de X et X — Y déduire Ÿ) fait partie des règles, une 
dérivation de B à partir de Ax; … Ax, À peut contenir des formules 
avec alternances de quantificateurs ; or, nous avons vu en & 0, b) que 
si la notion de réalisation combinatoire est étendue de façon « natu- 
relle », les règles formelles (comme 4 V — 4) ne sont pas combina- 
toirement valides. 


VERSION COMBINATOIRE. Dans ce cas, la notion de conséquence ensembliste 
doit être remplacée par la relation combinatoire suivante, notée Dem} (5, X): 
on énumère toutes les règles de déduction formelles qui paraissent évidemment 
valides, comme modus ponens (cf. section a) du présent paragraphe) ; Dem, (s, X) 
est la relation : la suite s de formules de &* est une dérivation formelle de 
la formule X de Z*, au moyen des règles formelles énumérées. Soit Dem,(s, X) 
la relation correspondant à Dem, (s, X), pour les règles de déduction spéciales 
de la première version. Celle-ci utilisait l’équivalence entre Dem, et la relation 
de conséquence ensembliste. Pour la version combinatoire, il faut utiliser à 
la place l’équivalence entre Dem, et Dem, (équivalence combinatoire), laquelle 
est vérifiée dans la théorie des démonstrations : il existe une fonction combi- 
natoire f telle que Dem,(s, X) — Dem, (fs, X) est combinatoirement démon- 
trable (limplication réciproque est évidente puisque les règles de déduction 
spéciales font partie de celles de Dem). 


Notez que la première version, jointe à la complétude de Dem,, per- 
met seulement de démontrer ceci : il y a une règle mécanique définissant 
une fonction f pour laquelle la traduction de Dem,.(s, X) Dem; (fs, *) 
est vraie. À savoir : étant donnés s et Y, décider si Dem (s, X) est 
vrai ; sinon l'implication est satisfaite ; si Dem,(s, X) est vraie, 
X est valide ; énumérer les dérivations formelles de S jusqu’à obten- 
tion d’une dérivation de X (il y en a nécessairement une parce que 
tous les théorèmes de F sont valides et tous les théorèmes valides 
sont formellement dérivables dans S). 

Mais cet argument laisse de côté la question de savoir s’il y a une 


FONDEMENTS DES MATHÉMATIQUES 203 


fonction combinatoire f et, si pour cet f, l'affirmation peut être combi- 
natoirement démontrée. Non seulement il y a une différence concep- 
tuelle entre les deux résultats, mais encore les méthodes mathémati- 
ques qu’ils utilisent sont tout à fait différentes. 


Discussion. Les résultats ci-dessus permettent d'éliminer les démonstrations 
non constructives élémentaires au sens du $0c), p. 196. Ce qui couvre certaine- 
ment une partie non triviale des mathématiques courantes (qui se présente sous 
une forme non combinatoire). Dans le cas de l’Arithmétique, ceci s’applique 
aux résultats démontrables dans le système suivant : on part des axiomes cou- 
rants (Chap. 3, Ex. 2 d)) ; on peut rajouter des symboles de fonctions, et comme 
axiomes des équations pour lesquelles existe une réalisation combinatoire 
(par exemple f (0, y) = 1 et f(x + 1, y) = y.f(x, y) pour l’exponentielle y). 

Mais, (i) il faut restreindre le schéma d’induction à des formules purement 
universelles À (de Z*) puisque, (ii) pour d’autres À nous n’avons pas d’ex- 
tension qui nous convienne de la notion de réalisation combinatoire. En ce qui 
concerne (i), si Ax est, disons AyB(x, y), 


A0 À Az[ Az — A(z + 1)] + AxAx 
est une conséquence formelle de 
Ax Ay {[B(, y) À AzTB(z, y) — B(z + 1, »)]] — B(x, y)} 
et ceci est conséquence de 
Ax Ay {[B(O, y) À (Az < x)[B(z, y) — B(z + 1, y)]] — B(x, »)}. 


Pour cette formule il y a une réalisation combinatoire, car si B(x, y) est une 
relation combinatoire, il en est de même de (Az < x) [B(z, y) — B(z + 1, »)l 
les variables ayant pour valeurs des entiers naturels. 

En ce qui concerne (ii), le lecteur notera que de garder le schéma d’induction 
pour d’autres formules 4 quelles qu’elles soient est tout à fait inacceptable tant 
que l’on n’a pas défini de réalisation combinatoire des formules qui figurent 
dans ces cas du schéma d’induction. Et que, par contre, du point de vue des 
fondements ensemblistes, la restriction (ii) est tout à fait artificielle (cf. note 4 
de la Partie A). 


d) Réduction de principes intuitifs à des principes combinatoires (suite). 
Une structure intuitive S' et son langage, ,, étant donnée, une sorte d’exigence 
maximale pôur des fondements combinatoires de S est de trouver un système 
formel qui est combinatoirement défini, valide et saturé pour S vis-à-vis de Ps. 
Car les fondements combinatoires concernent les raisonnements sur Set un tel 
système formel déciderait toutes les questions (formulées dans Z$) sur S. 

Le Chapitre 4 en contient plusieurs exemples [surtout du premier ordre] 
malgré le fait (cf. Ex. 1, Chap. 3) qu'aucun d’entre eux n’est catégorique 
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(cf. Partie A, p. 161 (ii). Noter que le résultat de non-catégoricité pour l’arithmé- 
tique de l’Exercice 2, Chapitre 3 n’a pas d’intérêt pour les fondements combi- 
natoires, alors que le Théorème 4 de la Partie À montre que même le système 
formel 7* ne satisfait pas l’exigence maximale vis-à-vis des assertions arith- 
métiques, en particulier des traductions (au sens du $ 0 c) d’assertions combi- 
natoires. 

La théorie des fonctions récursives permet de formuler et de prouver une 
généralisation très concluante du Théorème 4 : i/ n’y a pas d’extension consis- 
tante de «4* dont l'ensemble d’axiomes soit définissable au moyen d’une règle 
mécanique, qui soit saturée vis-à-vis des assertions arithmétiques. 


2. Comment trouve-t-on des lois (axiomes) ou les notions de base combi- 
natoires ? 


On utilisera ci-dessous quelques notations de A, $ 24. 


a) Le lecteur peut s’orienter sommairement au sujet de ce problème en 
faisant correspondre le mélange des notions différentes d’ensemble au mélange 
des espèces de preuves dites constructives : en particulier, la structure (i) des 
ensembles héréditairement finis aux calculs mécaniques ; l’échelle des types (ii) 
aux preuves combinatoires ; les propriétés abstraites (iii) aux preuves dites 
intuitionnistes. On n'insiste pas ici sur les détails de cette comparaison parce 
que les connaissances du lecteur des notions correspondantes ne sont guère 
symétriques : il connaît mieux la notion (ii) que les notions combinatoires, et, 
en revanche, la littérature intuitionniste est beaucoup plus riche que celle sur 
la logique des propriétés abstraites ; voir $ 3 fin. : 


b) Le langage de base . et sa réalisation Re (« C » pour : « combinatoire » 
ou encore, « concaténation », c’est-à-dire : mise bout à bout). . est constitué 
par un seul symbole relationnel (=), deux constantes d’individu 0 et 1 (ou T 
et L), deux symboles fonctionnels s, et s, à une seule variable, et une suite 
de symboles fonctionnels f, f>, …, à deux variables. 

L'univers de RQ consiste en suites finies de deux objets concrets ; les réali- 
sations 0 et 1 sont les deux suites constituées d’un seul élément ; S0 et S, sont 
les fonctions combinatoires qui attachent Ô resp. 1 à la fin d’un élément de 
Punivers ; if, G=— 1,2,..) sera définie à partir des règles de c) ci-dessous. 


N.B. Sufisance de Zc et Ro au point de vue de la définissabilité 
(correspondant dans l’analyse ensembliste à X%5, cf. A, $ 1, p. 160). On 
trouvera un exposé systématique dans la monographie de Smullyan, 
Theory of Formal Systems, Princeton (1961) qui définit, entre autres, 
les fonctions à un nombre fini de variables et les mots d’un alphabet 
à un nombre fini de lettres. (Le lecteur vérifiera lui-même le caractère 
combinatoire de ces définitions parce que l’auteur ne fait pas atten- 
tion explicitement à cette question.) En particulier le langage Pc 
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peut lui-même être défini dans Re au moyen de formules de Z. (cf. 
Théorème 4, Partie A) de façon qu’une suite de symboles de Z. soit 
la concaténée des éléments (suites) de l’univers RÇ qui leur sont asso- 
ciés. 

Exemple. Si on prend (la suite) < 0 1 » pour la constante O, < O1 1» 


pour 1, et {0111 pour =, alors la formule O0 = 1 est la suite 


{0101110117 qui est définie par le terme 
S1 St So St S1 51 So S10 + 


On voit que ces définitions des symboles 0, 1, et — permettent de 
retrouver la suite de symboles à partir de l’objet que ce code lui associe, 
ce qui serait impossible si, par exemple, on associait € 0>à0et<1} 
à 1 ; car quel que soit l’objet a associé au symbole relationnel =, étant 
une suite des objets 0 et 1, a serait aussi associé à une suite de cons- 
tantes d’individu. 


c) Un système formel Se, formulé dans $Q et valide dans Rç. On admet 
toutes les règles qui sont valides pour toutes les réalisations combinatoires, 
voir $ 0b). De plus on a : 


(i} les axiomes des successeurs : 
SX = SYX=Y), HX= SV +X=Y, —S0X=X, SX =X, 
1 5X= 5), —18X=0, —5x=1, —55x=0, —s:x =]; 


(ii) le schéma de démonstration par récurrence : pour toute formule Ax 
de F4, on déduit Ax de 


AO A AI À (Ax — A45,x) À (Ax — As;x); 


Ecrivant C" = {0, 1, 50, 51, f,: r < n }(n = 1, 2,..) on se donne une énu- 
mération (46, #1, vo, v1) de tous les quadruplets (45, #1, vo, v.), où les termes 
Uo, #, sont construits sur { y } U U C" et w, et v, sur { x, y, z } LU C", 

n n 


énumération telle que us et ui sont construits sur { y } U C" et v6 et vi sur 


{ x, y, z } U C. 


On écrit v[z] pour v. Alors on admet les axiomes : 
Gin) AOn=w%, AA» =,  fisox, ») = [AG »] 


et 


LAC X;, y) F7 HRACA »)] ‘ 
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La validité de (i) (pour Ro) est évidente ; (ii) se vérifie par récurrence (d’où 
le nom de ce schéma). Il reste à considérer (iii) ; on va voir que la réalisation 
constituée par l’univers de Re, 0, 1, 50, 5, peut être complétée d’une seule 
façon en une réalisation qui satisfait (ii) : les règles mécaniques qui font partie 
des fonctions f, réalisant f,, ne sont autres que celles définies, au sens 
du $ Oa) (ii), par les axiomes (iii) eux-mêmes ; le caractère fonctionnel de 
ces règles (sur l'univers de R«) se démontre par récurrence : voir $ Oa) (ii). 


N. B. Cette preuve de la validité de . illustre la relation entre les 
preuves combinatoires en tant que pensées et les dérivations formelles : 
il faut avoir saisi la méthode de preuve par récurrence pour se convain- 
cre de la validité des règles formelles qui sont censées décrire ces 
preuves. 


En ce qui concerne la suffisance de 4 pour formuler les démons- 
“trations de la pratique mathématique combinatoire on trouvera les 
détails dans les textes sur la théorie de démonstration : par exemple 
la solution partielle du problème de Hilbert mentionnée $ 1c) ne 
réclame que les principes formulés dans 4. Le rôle de ce système 
pour les mathématiques combinatoires peut donc être comparé à celui 
des axiomes de Zermelo (A, $ 2), pour la pratique ensembliste. 


d) Est-ce que Sç axiomatise la théorie combinatoire de Rec ? Poe est évi- 
demment insuffisante pour définir toutes les fonctions combinatoires sur l’uni- 
vers de RQ : en fait, la preuve combinatoire de la validité de Pc donnée ci- 
dessus, permet d’énumérer les fonctions f,, bien entendu par une fonction 
combinatoire, d’où, en appliquant la méthode diagonale de Cantor, une 
fonction combinatoire différente de chacune des fonctions définies dans Poe 

On obtient sans peine une formule du langage 4 lui-même qui est valide, 
mais qui n’est pas démontrable en #. : la méthode de Güdel (Théorème 4 de 
la Partie A), dégagée de son application particulière à une théorie des ensembles, 
montre que 


— Dem (x, s*) 


n’est pas démontrable en #Q où, pour une définition de « donnée (voir (b) 
ci-dessus), Dem (x, y) est la relation (combinatoire) : x est une suite de formules 
. construites selon les règles de 4 et y est la dernière formule de x ; et s* est la 
définition canonique de la formule 0 = 1, c’est-à-dire de l’élément de l’univers 
qui est la formule notée 0 = 1 d’après la définition du langage 4 choisie. 

D'autre part, la preuve de la validité de 4. montre que — Dem (x, s*) est 
valide dans R4. 

La preuve de la validité de #4 établit aussi la validité du schéma suivant 
dont la formule — Dem (x, s*) est un cas particulier (avec 0 = 1 au lieu de À): 
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Pour toute formule 4 de Z. soit s, sa description canonique (partant de la 
définition de 4 considérée) ; alors 


Dem (x, 54) — À 


est valide. Ce schéma, formulé en Z,, étend donc le système +. 


N. B. On notera une autre extension de #4, d’ailleurs plus forte, 
extension qui correspond à l’énumération de toutes les fonctions 
définies en , ou encore à l'opération d’associer sa valeur à tout terme 
clos de 4. La preuve de la validité, en démontrant le caractère 
fonctionnel des règles associées aux f,, établit aussi que cette opéra- 
tion est une fonction combinatoire. 


Conséquences pour le problème de Hilbert (plus exactement il s’agit de résou- 
dre le problème de Hilbert pour tout système formel qui se présente dans la 
pratique mathématique). 

Ce qu’on vient de dire montre que les principes de raisonnement formulés 
enj. ne permettent pas de résoudre le problème de Hilbert concernant le 
système #. ; de même, en gros, pour toute extension # de #4 qui est un sys- 
tème formel valide : c’est le théorème dit deuxième théorème d’incomplétude 
de Güdel (une formulation fine de ce théorème doit analyser la notion de 
système formel et par conséquent a besoin des notions de la théorie des fonc- 
tions récursives). 

Le théorème de Güdel n’implique point une réponse négative au problème 
de Hilbert ; il reste à considérer l’hypothèse que, pour tout système formel 
suggéré par la pratique (y compris la pratique ensembliste), on puisse trouver 
un système 4 et une réalisation R+ pour laquelle 3 soit valide, tels 
que — Dem (x, s*) soit démontrable en #3. 

Certes, ceci suppose que pour tout # en question il existe une preuve combi- 
natoire qui ne peut être formulée dans # au sens du $ Oa) (iv). Mais, seule une 
analyse approfondie de la notion de preuve combinatoire peut exclure la 
possibilité envisagée : car, justement d’après ce même théorème d’incomplétude, 
pour tout F (non contradictoire) il existe des preuves exactes qui ne se for- 
mulent pas dans 7. Autrement dit, on ne peut exclure cette possibilité sans 
se servir d’une propriété des preuves combinatoires plus fine que, disons, leur 
validité au sens ensembliste. 

Sans une analyse pareille on n’a que le résultat suivant : il n'existe aucun 
système formel 4 tel que : 


(i) F permette de dériver formellement tout énoncé formulé dans 4 qui 
est valide dans RQ (au sens combinatoire), 


(ii) qu’on puisse établir la validité de 4 (dans R«) au moyen d’un raison- 
nement combinatoire. 
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3. Développement de la théorie. 


On va considérer l’hypothèse énoncée à la fin du 8 2. D’après ce qu’on vient 
de dire, une solution positive du problème de Hilbert réclamerait une étude 
empirique (cf. A, $ 1 concernant X#* et D‘*) de tous les systèmes formels que 


présente la pratique mathématique (d’où, d’ailleurs, l'intérêt pour de problème 
de Hilbert de trouver un seul système qui englobe la pratique). 


Par contre une solution négative pourrait être obtenue de la façon suivante : 
on chercherait d’abord un système 4 qui satisfasse à la condition @) ($ 2 fin) ; 
ensuite un système particulier , de la pratique tel que le problème de Hilbert 
concernant , ne puisse être résolu par les méthodes de Z. 


On trouvera dans l’article sur la logique mathématique de : Lectures on 
Modern Mathematics, t. 3, ed. Saaty, (1965) un système 4 qui est censé satis- 
faire la condition (i) et, qui ne permet pas de démontrer la non-contradiction 
de l’Arithmétique du premier ordre [Chap. 3, Ex. 2]. L'idée de la construction 
du système est que les preuves combinatoires peuvent être engendrées en 
itérant le type d’extension considérée p. 207 : le problème principal consiste 
évidemment à incorporer dans 4 toutes les itérations telles que chacune des 
démonstrations formelles admises ait une réalisation combinatoire. (D'après 
le $ 24) (ii) le système 4 tout entier n’a pas de réalisation combinatoire.) 


. On notera un parallélisme frappant avec À, $ 3 : l’opération $ (former l’en- 
semble de toutes les parties d’un ensemble donné) est l'opération qui engendre 
l'échelle des types, et le problème principal est d'affirmer, sous forme d’un 
énoncé du langage ensembliste ,, l’existence d’autant d’itérations de cette 
opération que possible : autrement dit, de trouver des axiomes de l'infini qui 
expriment l'existence de types élevés. 


N. B. Pour mieux comprendre la nature du problème de Hilbert, 
le lecteur pourrait le comparer au problème de la quadrature du cercle : 
(œ) la formulation d’un système 4 satisfaisant (i) correspondrait à 
la caractérisation (mathématique) de la notion géométrique de cons- 
truction au moyen de la règle et du compas, qui est que tout point ainsi 
constructible a des coordonnées pythagoréennes (c’est-à-dire expri- 
mables par les opérations rationnelles et la racine carrée) ; (B) la 
preuve que — Dem, (x, s*) n’est pas démontrable dans Z corres- 
pondrait à la preuve que 


1 
Î VI — x? dx 
[o] 


n’est pas pythagoréen. Les textes modernes, tout au moins ceux influ- 
encés par la doctrine formaliste, se passent souvent de l'étude de (&) 
qui fait intervenir une analyse axiomatique des notions géométriques, 
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ce qui n’a rien d'étonnant parce que la possibilité même d’une telle 
caractérisation est embarrassante pour cette doctrine ; voir l’intro- 
duction. 

La comparaison en question conduit aussi au problème fort intéres- 
sant de l'édification d’une théorie de preuves qui soient effectivement 
intelligibles et non seulement valides ; en particulier, de preuves 
combinatoires intelligibles. Le problème géométrique correspondant 
serait de trouver une théorie des constructions faisables, ne faisant 
intervenir que des points « proches » aux points de départ, et stables 
pour des « petits » changements de données (ceci réclame évidem- 
ment la découverte de la métrique propre à l'intuition géométrique). 
Bien qu’une théorie des preuves intelligibles ne fasse pas partie de la 
logique au sens strict qui ne s'occupe que des questions de validité 
d’une sorte ou d’une autre, il se peut que cette théorie profite des métho- 
des de la théorie combinatoire des fondements. 


Il ne reste plus qu’à dire quelques mots sur la conception intuitionniste ($ 2a)) 
de la pensée mathématique : cette conception dépasse la théorie combinatoire 
en ce qu’elle admet aussi des objets abstraits tels que les fonctions, fonctions 
de fonctions, etc. pourvu que ces objets ne fassent intervenir que des objets de 
la pensée mathématique ; en particulier, on n’admet toujours pas les notions 
ensemblistes dans leur sens réaliste. Il s’agit donc d’une théorie idéaliste. 
L’acceptation de ces constructions abstraites qui constitue le côté positif des 
mathématiques intuitionnistes, les distingue des mathématiques combinatoires. 


N. B. Leur côté négatif, d’ailleurs mieux connu, consiste en une 
polémique contre les notions ensemblistes aussi peu convaincante 
que celle du réaliste borné contre l’idéaliste (« Quelle espèce d’animal 
est une preuve ? ») ou celle du formaliste contre les autres (« Où se 
trouvent les êtres abstraits ? »). Chacune de ces critiques est faible : 
elles oublient toutes qu’il y a plus de choses au ciel et sur la terre que ne 
le pense la philosophie (choisie au départ). Ceci ne diminue point 
l'intérêt des résultats positifs dans un cadre limité qui montrent, par 
exemple, que les objets acceptés suffisent pour une explication des 
phénomènes considérés. 


Le problème de Hilbert peut être évidemment reformulé, les notions intui- 
tionnistes remplaçant celles du $ 2. Pour plus de détails, voir l'article 1c). 


C2 


4, Résumé critique des Parties A et B. 


Bref examen des résultats, en corrélation avec les considérations générales de 
l'introduction. 


a) Comparaison entre fondements ensemblistes et combinatoires. — Tous deux 
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offrent une réponse à la question (en langage traditionnel de la logique) : 
que sont les mathématiques ? La réponse des premiers est un cas particulier 
de vues « réalistes », aussi met-elle l'accent sur les objets, non sur les raisonne- 
ments les touchant ; elle est que les mathématiques sont la théorie des ensem- 
bles (en un sens déterminé). Celle des seconds, un cas dé vues « idéalistes », 
regarde les objets mathématiques abstraits comme façons de parler, et veut 
montrer que notre emploi de ces façons de parler est cohérent. 

Cette réponse a ceci de remarquable qu’elle prétend, contrairement aux 
apparences, notre raisonnement mathématique « essentiellement » combina- 
toire ; essentiellement au sens logique (cf. B, $ 3) que la validité de nos conclu- 
sions, dès que formulables combinatoirement, s'établit aussi combinatoirement, 

L'unité ainsi conférée aux raisonnements mathématiques serait d’autant 
plus surprenante qu’elle les ramènerait tous à des mathématiques du type 
scolaire, puisque celles-ci sont des raisonnements combinatoires par excellence. 

Les deux sortes de fondements séparent les problèmes mathématiques de 
toutes les questions ontologiques portant sur d’autres notions et objets abs- 
traits que les fondements considérés. (En d’autres termes, la solution des 
problèmes mathématiques est rendue indépendante de l'existence, c’est-à-dire de 
l'objectivité de ces autres notions et objets.) Mais comme elles tracent la 
séparation de manière toute différente on ne saurait déduire du succès d’une 
séparation celui de l’autre. 

Entre notions ensemblistes et structures intuitives classiques, la séparation 
résulte des conditions d’adéquation ES et Us (A, $ la) : si ES est vérifiée, 
une conclusion purement ensembliste (c’est-à-dire formulée dans y avec 
8. c. t. pour réalisation) découle aussi de principes ensemblistes — à savoir 
ceux utilisés pour dériver E%S — dès qu’elle découle des propriétés intuitives 
#5 de S ; si de plus US est vérifiée, cela vaut même dans le cas d’usage d’autres 
propriétés intuitives (formulées dans le même langage de S), pourvu que la 
conception intuitive S' soit cohérente. (En la discussion du $ la de B,ila déjà 
été précisé que dans le cadre ensembliste on ne peut pas formuler pourquoi les 
conditions d’adéquation sont correctes ; ainsi le problème d’obtenir ces condi- 
tions d’une façon rigoureuse appartient-il en propre aux fondements, bien 
qu’il ait été presque toujours résolu par des mathématiciens ; cf. fin de l’intro- 
duction.) 

Dans les fondements combinatoires, on a, pour l'essentiel, les mêmes con- 
clusions de séparations, avec les conditions d’adéquations de B, $ 1c et B,$ 14 à 
la place respectivement de E%5S et U%S. 

On a vu, Partie A, $ la) et 8 2a), que les conditions d’adéquations sont 
satisfaites dans le cas des structures classiques, par exemple le cas de nos concep- 
tions géométriques (continu), ou sur le hasard (probabilité) ; satisfaites en 
un sens plus faible pour les ordinaux ; non satisfaites dans l’état de nos con- 
naissances par la notion (ii) du $ 2a). 

Par contre, dans les fondements combinatoires, la part des mathématiques jus- 
qu’à présent séparée des notions ensemblistes s’avère congrue, bien que pas 
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du tout triviale, comme il est montré dans B, $ lc) ; et ne va pas au-delà de 
l'arithmétique du premier ordre au sens de exercice 2, chapitre 3, si l’on 
admet la caractérisation des preuves combinatoires mentionnée en B, $ 3. 

Il va sans dire que les deux fondements sont au mieux des auxiliaires pour 
l'étude des objets abstraits dont ils éliminent l’usage ! 


b) Les fondements doctrinaires, par définition, soutiennent leur réponse à 
la question : « Que sont les mathématiques ? », principalement en critiquant 
les notions de base des théories des fondements rivales ; en particulier, cela les 
autorise à ne pas reconnaître les défauts de leur position, quand même la for- 
mulation de ces défauts est impossible sans sortir des fondements visés. De tels 
défauts existent pour chacun des types de fondements [par exemple, dans le 
cas des fondements combinatoires, la non-définissabilité de la relation de 
conséquence au second ordre]. Cf. discussion du $& 1, a), Partie B. (Il n’est 
donc pas surprenant qu’un intérêt pour les fondements combinatoires soit 
souvent associé avec une attitude critique envers les notions ensemblistes et 
d’ailleurs, un intérêt pour les fondements ensemblistes avec une critique de 
notions comme celles de propriété dans À, $ 2a ou celle de construction 
intuitionniste dans B, $ 3.) 

Si Pon adopte ce point de vue doctrinaire, l'importance du théorème de 
Güdel (Th. 4, Partie A), est précisément que l'inadéquation des fondements 
combinatoires peut y être exprimée en termes combinatoires. Mais d’un point 
de vue moins légaliste, une conception des fondements est défectueuse si elle 
n'a pas ses propres explications (théoriques) de faits expliqués par une autre 
conception, l’un des buts des fondements, comme de toute théorie, étant d’élar- 
gir le domaine de compréhension théorique. De ce point de vue, le Théorème 5 
de la Partie À constitue déjà un défaut des fondements combinatoires : on peut 
donner de bonnes raisons, en termes ensemblistes, pour le choix de règles 
formelles, alors qu’elles doivent être considérées comme données dans les 
fondements combinatoires (cf. discussion de B, $ la). 

Un autre défaut (cf. dernier alinéa de B, $ 2) est que, dans le cadre combina- 
toire; on ne peut définir le domaine des mathématiques combinatoires, alors 
qu’on peut au moins essayer, dans un cadre (constructif) élargi (cf. B, $ 3). 

Dans l’état présent des connaissances, il n’y a pas de notions permettant 
de résoudre ou même de formuler, la question correspondante pour l’ensemble 
des mathématiques : y a-t-il des notions suffisamment abstraites, et néanmoins 
précises, pour caractériser l’extension de l’ensemble des mathématiques ? 


c) Le formalisme grossier, mentionné à la fin de l'introduction, est une 
glorieuse doctrine, qui a le bonheur de répondre à cette question. Cette doctrine 
n’accepte pas les notions de base combinatoires, et affirme que les mathémati- 
ques consistent en assertions de la forme : une configuration donnée concrète- 
ment a été construite en appliquant une règle mécanique donnée (avec la 
terminologie de la partie B, $0 b) : seules les formules closes d’un langage 
combinatoire sont admises). Aucune affirmation générale sur ces configurations 
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n’appartenant aux mathématiques, les conditions d’adéquation minimales du 
$ 1 b (problème de Hilbert de la non-Contradiction) ne sont pas formulables, 
puisqu'elles comportent une variable x. Cette doctrine est certainement sans 
défaut au sens légaliste de b), simplement parce que ce qu’elle retient des 
mathématiques ne permet de formuler à peu près rien ! Evidemment ce culte 
de l'impuissance est basé sur la conviction qu’il n’y a pas d'explication (théo- 
rique) possible de propriétés fondamentales de lexpérience mathématique 
comme la validité des conséquences combinatoires des propriétés de concepts 
intuitifs abstraits (5). 

Le lecteur est sans doute frappé de ce que dans cette doctrine l'essentiel 
des mathématiques réside dans les manipulations mécaniques, alors qu’il a 
appris à l’école qu’elles sont l’antithèse des mathématiques : «une démonstra- 
tion ne s’apprend pas par cœur, il faut la comprendre ». (Et même, le lec- 
teur se rappelle probablement que déjà il comprenait la différence entre les 
deux.) 

La doctrine ne paraît donc pas très sensée ; par ailleurs elle contredit la 
pratique. Mais le plus sérieux reproche qu’elle encourt est d’avoir conduit 
certains à croire, ou au moins à affirmer l'impossibilité d’explications théoriques 
là où, en fait, on en dispose déjà, comme dans le cas particulier du programme 
de Hilbert décrit dans le $ 1c; ce qui réfute déjà la thèse générale négative 
de la doctrine. 

Les problèmes principaux des deux théories des fondements ici considérées 
sont la recherche de nouveaux axiomes (propriétés) des notions de base ensem- 
blistes, c’est-à-dire de la s. c. t., respectivement l’analyse fine des notions de 
base combinatoires et la recherche des limites exactes du cadre combinatoire. 
En profitant de ces recherches, on développe de nouvelles théories. 

On notera que les échecs du programme originel de Hilbert n’excluent pas 
la possibilité d’autres fondements «idéalistes », Satisfaisant des conditions 
d’adéquations analogues à B, & 1b); cela est mentionné dans le $ 3, qui contient 
une tentative dépassant le cadre proposé par Hilbert. 


6) Bourbaki flirte avec cette doctrine et propose une explication « empirique » invoquant l’expé- 
rimentation qu’ont subie les systèmes formels. Ceci n’est pas bien pesé ; l’on ne dit rien sur les 
principes (statistiques) pour évaluer cette expérimentation, et comme ceux-ci utiliseraient au moins 
les mathématiques combinatoires, l’on serait renvoyé à des problèmes très semblables à ceux de 
la partie B. En fait on peut sans doute appliquer ici les dernières lignes de la partie A. 


C. COMPARAISON ENTRE L’INTRODUCTION SÉMANTIQUE 
ET L'INTRODUCTION SYNTAXIQUE (COMBINATOIRE) 
A LA LOGIQUE MATHÉMATIQUE 


N. B. « Sémantique » signifie, comme il est d'usage, « sémantique 
ensembliste » ; bien que, dans l’analyse syntaxique, il faille aussi 
comprendre les notions de bases (combinatoires : celles de B, $ 0). 


1° L'analyse sémantique présente les avantages suivants : 


a) D’après B, $ la), et $ 4, l’analyse syntaxique ou la théorie des démons- 
trations part de données fournies par l’analyse sémantique : le choix d’axiomes, 
de la relation de conséquence logique. 


b) Certaines parties des mathématiques courantes qui ont un fondement 
sémantique reposant sur la s. c. t. (cf. À, $ 2) n’ont pas de fondement combina- 
toire (cf. B, $ 3) (et on n’en connaît pas de fondements constructifs). 


[c) Plusieurs résultats de base du calcul des prédicats du premier 
ordre (classique) ont une formulation et une démonstration combi- 
natoire, mais une démonstration utilisant le lemme 3 (complétude des 
règles) est plus facile. Cf. B, $ lc). 


20 La faiblesse de l'analyse sémantique est que plusieurs résultats 
du $ 1c) ci-dessus sont valables non seulement pour des règles séman- 
tiquement complètes et correctes, mais aussi pour une vaste classe de 
règles, satisfaisant à des conditions formulées en termes combina- 
toires remarquablement simples, comme le lemme d’interpolation : 
l'analyse sémantique masque donc la généralité de ces résultats.] 
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